Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



PHYSICS 
UBRARY 




LIBRARY 



OP THB 



University of California. 



Class 



UNIVERSITY OF CALIFORNIA 

LIBRARY 

OF THE 

DEPARTMENT OF PHYSICS 

Received b}^^J3J^^l!^ 



Accessions No. 




Book No. /- 



Die Ausdehnimgslehre von 1844 



oder 



Die lineale. Ausdelmimgslelire 



ein 



neuer Zweig der Mathematik 

dargestellt 

und 

durch Anwendungen auf die übrigen Zweige der MathematiJc, 

wie anch 

auf die Statik^ Mechanik^ die Lehre vom Magnetismus und die 

Krystallonomie erläutert 

von 

Hermann Orassmann. 



Zw^eite, im Text unveränderte Auflage. 
^B«:S^ Mit 1 Tafel. 

Leipzig 

Verlag von Otto Wigand. 

1878. 







Physics 



Aäd'l 



GIFT 



(ins 




PHYßIGB 
UBRMXy 



Torrede zur ersten Auflage, 



Wenn ich das Werk^ dessen ersten Theil ich hieimit dem 
Publikum übergebe, als Bearbeitung einer neuen mathematischen 
Disciplin bezeichne, so kann die Rechtfertigung einer solchen 
Behauptung nur durch das Werk selbst gegeben werden. 
Indem ich mich daher jeder anderweitigen Rechtfertigung ent- 
schlage, gehe ich sogleich dazu über, den Weg zu bezeichnen, 
auf welchem ich Schritt für Schritt zu den hier niedergelegten 
Resultaten gelangt bin, um damit zugleich den Umfang dieser 
neuen Disciplin, so weit es hier thunlich ist, zur Anschauung 
zu bringen. Den ersten Anstoss gab mir die Betrachtung des 
Negativen in der Geometrie ; ich gewöhnte mich, die Strecken 
AB und BA als entgegengesetzte Grössen aufzu&ss^i ; woraus 
denn hervorging, dass, wenn A, B, C Punkte einer geraden 
Linie sind, dann auch allemal AB-[^BC*>bAC sei, sowohl wenn 
AB und BC gleichbezeichnet sind, als auch wenn entgegen- 
gesetzt bezeichnet, d. h. wenn C zwischen A und B liegt. 
In dem letzteren Falle waren nun AB und BC nicht als blosse 
Längen aufgefasst, sondern an ihnen zugleich ihre Richtung 
festgehalten, vermöge deren sie eben einander entgegengefletzt. 
waren. So drängte sich der Unterschied auf zwischen der- 
Summe der Längen und zwischen der Summe solcher Streeken,,. 
in denen zugleich die Richtung mit festgehalten war. Hieraus . 
ergab sich die Forderung, den letzten Begriff der Summe nicht 
bloss für den Fall, dass die Strecken gleich- oder entgegesge- 
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setzt-gerichtet waren, sondern auch für jeden andern Fall fest- 
zustellen. Dies konnte auf's Einfachste geschehen, indem das 
Gesetz, dass AB -{- BC = AC sei, auch dann noch festgehalten 
wurde, wenn A, B, C nicht in einer geraden Linie lagen. — 
Hiermit war denn der erste Schritt zu einer Analyse gethan, 
welche in der Folge zu dem neuen Zweige der Mathematik 
fährte, der hier vorliegt. Aber keinesweges ahnte ich, auf 
welch' ein fruchtbares und reiches Gebiet ich hier gelangt war; 
vielmehr schien mir jenes Ergebniss wenig beachtungswerth, 
bis sich dasselbe mit einer verwandten Idee kombinirte. Indem 
ich nämlich den Begriff des Produktes in der Geometrie ver- 
folgte, wie er von meinem Vater*) aufgefasst wurde, so ergab 
sich mir, dass nicht nur das Kechteck, sondern auch das Pa- 
rallelogramm überhaupt als Produkt zweier an einander stossen- 
der Seiten desselben zu betrachten isei, wenn man nämlich 
wiederum nicht das Produkt der Längen, sondern der beiden 
.Strecken mit Festhaltang ihrer Richtungen auffasste. Indem 
•ich nun diesen Begriff des Produktes mit dem vorher aufge- 
stellten der Summe in Kombination brachte, so ergab sich die 
.auffallendste Harmonie; wenn idi nämUch, statt die in dem vor- 
über angegebenen Sinne genommene Summe zweier Strecken 
mit einer dritten in derselben Ebene liegenden Strecke in dem 
eben aufgestellten Sinne zu mtdtipliciren, die Stücke einzeln 
mit derselben Strecke nmUiplicirte, und die Produkte mit ge- 
höriger Beobachtung ihrer positiven oder negativen Geltung 
:Bddirte, so zeigte sich, das» in beiden Fällen jedesmal dasselbe 
Resultat hwvorging und hervorgehen musste. Diese Harmonie 
Hess mich nun allerdings ahnen, dass sich hiermit ein ganz 
neues Gebiet der Analyse aufschliessen würde, was zu wich- 
tigen Resultaten führen könnte. Doch blieb diese Idee, da 
jnich mein Beruf in andere Kreise der Beschäftigung hinein- 
;sog, wieder eine ganze Zeit lang ruhen; auch machte mich 
(das merkwürdige Resultat anfangs betroffen, dass für diese 
.neue Axt des Produktes zwar die übrigen Gesetze der gewöhn- 



*) Vergleiche: «T. 0. Grassmanns Raumlehre Theil II. pag. 164 und 
dessen Trigonometrie p. 10. 
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liehen Multiplikation und namentlich ihre Beziehung zur Addi- 
tion bestehen blieb, daas man aber die Faktoren nur Tertau* 
Bchen konnte, wenn man zugleich die Vorzeichen xunkc^irte 
(-|- in — verwandelte und umgekehrt). Eine Arbeit über 
die Theorie der Ebbe und Fluth, welche ich späterhin vor- 
nahm, führte mich zu der M^canique analytique des La Orange 
und dadurch wieder auf jene Ideen .der Analyse zurück. Alle 
Entwiekelungen in jenem Werke gestalteten sich nun durch 
die Principiea dieser neuen Analyse auf eine so einfache Wei$e 
um, dass oft die Rechnung mehr als zehnmal kürzer ausfiel, 
als sie in jenem Werke geführt war. Dies ermuthigte mich, 
auch auf die schwierige Theorie der Ebbe und Fhith die neue 
Analyse anzuwenden; es waren dazu mannigfache neue B^ 
griffe zu entwickeln, und in die Analyse zu kleiden ; nament- 
lich fährte mich der Begriff der Schwenkung zur geometrischen 
Exponentialgrösse, zu der Analyse der Winkel und der trigono- 
metrischen Funktionen u. s. w.*) Und ich hatte die Freude 
zu sehen, wie durch die so gestaltete und erweiterte Analyse 
nicht nur die oft sehr verwickelten und imsymmetrischen For- 
meln, welche dieser Theorie zu Grunde liegen**), sich in höchst 
einfache und symmetrische Formeln umsetzen, sondern auch 
die Art ihrer Entwickelung stets dem Begriffe zur Seite ging. 
In der That konnte nicht nur jede Formel, weldie im Gange 
der Entwickelung sich ergab, aufs leichteste in Worte gekleidet 
werden, und drückte dann jedesmal ein besonderes Gesetz aus ; 
sondern auch jeder Fortschritt von einer Formel zur andern 
erschien unmittelbar nur als der symbolische Ausdruck einer 
parallel gehenden begrifSichen Beweisführung. Bei der sonst 
üblichen Methode zeigte sich durch die Einfuhrung willkür- 
licher Koordinaten, die mit der Sache nichts zu schaffen 
haben, die Idee ganz verdunkelt, und die Rechnung bestand 
in einer mechanischen, dem Geiste nichts darbietenden und 
darum Geist tödtenden Formelentwickelung. Hingegen hier, 
wo die Idee, durch nichts Fremdartiges getrübt, überall durch 



*) Die nähere Nach Weisung 8. unten. 
**) Vergl. La Place M^c. Celeste, liv. IV. 
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die Fonneln in voller Klarheit hindorchstrahlte, war auch bei 
jeder Formelentwickelung der Geist in der Fortentwickelung 
der Idee begriffen. — Durch diesen Erfolg nun hielt ich mich 
zu der Hoflhung berechtigt, in dieser neuen Analyse die einzig 
naturgemllsse Methode gefunden zu haben, nach welcher jede 
Anwendung der Mathematik auf die Natur fortschreiten müsse, 
und nach welcher gleichfalls die Geometrie zu behandeln sei, 
wenn sie zu allgemeinen und fruchtreichen Ergebnissen fähren 
solle*). Es reifte daher in mir der Entschluss, aus der Dar- 
stellung, Erweiterung und Anwendung dieser Analyse eine Auf- 
gabe meines Lebens zu machen. Indem ich nun meine freie 
Zeit diesem Gegenstande ungetheilt zuwandte, so fällten sich 
alhnälig die Lücken aus, welche die frühere gelegentliche Be* 
arbeitung gelassen hatte. Namentlich ergab sich auf die Weise 
und mit den Modifikationen, wie ich in dem Werke selbst dar« 
gestellt habe, dass als Summe mehrerer Punkte ihr Schwer- 
punkt, als Produkt zweier Punkte ihre Verbindungsstrecke, 
als das dreier der zwischen ihnen liegende Flächenraum und 
als das Produkt von vier Punkten der zwischen ihnen liegende 
Körperraum (die Pyramide) aufgefasst werden konnte. Die 
Auffassung des Schwerpunktes als Summe veranlasste mich, 
den barycentrischen Kalkül von Möbius zu vergleichen, ein 
Werk, das ich bis dahin nur dem Titel nach kannte ; und zu 
meiner nicht geringen Freude fand ich hier denselben Begriff 
der Summation der Punkte vor, zu dem mich der Gang der 
Entwickelung geführt hatte, und war somit zu dem ersten, 
aber wie die Folge lehrte, auch zu dem einzigen Berührungs- 
punkte gelangt, welchen die neue Analyse mit dem schon 
anderweitig bekannten darbot. Da indessen der Begriff eines 
Produktes von Punkten in jenem Werke gar nicht vorkommt, 
mit diesem Begriffe aber, indem er mit dem der Summe in 
Kombination tritt, erst die Entfaltung der neuen Analyse be- 
ginnt, so konnte ich auch von dorther keine weitere Förderung 
meiner Aufgabe erwarten. Indem ich daher nun daran ging, 

*) In der Tliat zeigte sich bald, wie durch diese Analyse die Diffe- 
renz zwischen der analytischen und synthetischen Behandlung der Geometrie 
gänzlich verschwand. 
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die 80 gefondenen Restdtate zusammenhängend und von An- 
fang an zu bearbeiten, so dass ich mich auch auf keinen in 
irgend einem Zweige der Mathematik bewiesenen Satz zu be- 
rufen gedachte, so ergab sieh, dass die von mir aufge- 
fundene Analjse nicht, wir mir Anfangs schien, bloss auf 
dem Gebiete der Geometrie sich bewegte; sondern ich ge- 
wahrte bald , dass ich hier auf ' das Gebiet einer neuen 
Wissenschaft gelangt sei, von der die Geometrie selbst nur 
eine specielle Anwendung sei. Schon lange war es mir näm- 
lich einleuchtend geworden, dass die Geometrie keinesweges 
in dem Sinne wie die Arithmetik oder die Kombinationslehje 
als ein Zweig der Mathematik anzusehen sei, vielmehr die 
Geometrie schon auf ein in der Natur gegebenes (nämlich den 
Baum) sich beziehe, und dass es daher einen Zweig der Mathe- 
matik geben müsse, der in rein abstrakter Weise ähnliche 
Gesetze aus sich erzeuge, wie sie in der Geometrie an den 
Raum gebunden erscheinen. Durch die neue Analyse war 
die Möglichkeit, einen solchen rein abstrakten Zweig der Mathe- 
matik auszubilden, gegeben; ja diese Analyse, sobald sie, ohne 
irgeüd einen schon anderweitig erwiesenen Satz vorauszusetzen, 
entwickelt wurde, und sich rein in der Abstraktion bewegte, 
war diese Wissenschaft selbst. Der wesentliche Vortheil, 
welcher durch diese Auffassung erreicht wurde, war der Form 
nach der, dass nun alle Grundsätze, welche Raumesanschau- 
ungen ausdrückten, gänzlich wegfielen, und somit der Anfang 
ein eben so unmittelbarer wurde, wie der der Arithmetik, dem 
Inhalte nacl^ aber der, dass die Beschränkung auf drei Dimen- 
sionen wegfiel. Erst hierdurch traten die Gesetze in ihrer 
Unmittelbarkeit und Allgemeinheit ans Licht und stellten sich 
in ihrem wesentlichen Zusammenhange dar, und manche Ge- 
setzmässigkeit, die bei drei Dimensionen entweder noch gar 
nicht, oder nur verdeckt vorhanden war, entfaltete sich nun 
bei dieser Verallgemeinerung in ihrer ganzen . Klarheit. — 
Uebrigens ergab sich im Verlauf, dass mit den gehörigen Be- 
stimmungen, wie sie im Werke selbst zu finden sind, der Durch- 
schnittspunkt zweier Linien, die Durchschnittslinie zweier Ebenen 
und der Durchschnittspunkt dreier Ebenen als Produkte jener 
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Limen oder dieser Ebenen anfgefasst werden konnten *), 
worauB sicli dann zugleich eine höchst einfache und allgemeine 
Enrventheorie ergab**). Darauf ging ich nun zur Erweiterung 
und Begründung dessen über, was ich für den zweiten Theil 
dieses Werkes bestimmt habe, wohin ich nämlich alles das- 
jenige verwiesen habe, was irgend wie den Begriff der Schwen- 
kung oder des Winkels voraussetzt. Da dieser zweite Theil, 
welcher das Werk schliessen wird, erst später im Druck er- 
scheinen soll, so scheint es mir fUr die Uebersicht des Ganzen 
nöthig, die hierher gehörigen Ergebnisse etwas genauer zu be- 
zeichnen. Zu diesem Ende habe ich zuerst die Resultate an- 
zugeben, welche sich schon vor der zusammenhäng^iden Be- 
arbeitung ergeben hatten. Ich habe eben gezeigt, wie als 
Produkt zweier Strecken das Parellelogramm aufgefasst werden 
kann, wenn nämlich, wie hier überall geschieht, die Richtung 
der Strecken mit festgehalten wird; wie aber dies Produkt da- 
durch ausgezeichnet ist, dass die Faktoren nur mit Zeichen- 
wechsel vertauscht werden können, während zugleich das zweier 
gleichgerichteter Strecken offenbar null ist. Diesem Begriffe 
stellte sich ein anderer zur Seite, der sich gleichfalls auf Strecken 
mit festgehaltener Richtung bezieht. Nämlich wenn ich die 
Strecke senkrecht auf die andere projicirte, so stellte sich das 
arithmetische Produkt dieser Prc^jektion in die Strecke, worauf 
projicirt war, gleichfalls als Produkt jener Strecken dar, sofern 
auch hierfür die multiplikative Beziehung zur Addition galt. 
Aber das Produkt war von ganz anderer Art, wie jenes erstere, 
insofern die Faktoren desselben ohne Zeichenwechsel vertausch- 
bar waren, und das Produkt zweier gegen einander senkrechter 
Strecken als null erschien. Ich nannte jenes erstere Produkt 
das äussere, dies letztere das innere Produkt, sofern jenes 
nur bei auseinander tretenden Richtungen, dieses nur bei An- 
näherung derselben d. h. bei theilweisem Ineinandersein einen 
geltenden Werth hatte. Dieser Begriff des inneren Produktes, 
welcher sich mir schon bei der Durcharbeitung der M^canique 



*) Vergl. Kap. S des zweiten Abschnitts. 
**) Vergl. dasselbe Kapitel. 
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analytique als nothwendig herausgeatdllt hatte, führte zugleich 
zu dem Begriffe der absaluten Länge*). — Eben bo hatte sich 
mir schon bei der Bearbeitung der Theorie der Ebbe und 
Fluth die geometrische Exponentialgröase ergeben; nämlich 
wenn a eine Strecke (mit festgehaltener Richtung) and a einen 
Winkel (mit festgehaltener Schwenkungsebene) darstellt, so er- 
gab sich aus rein inneren Gründen, deren Angabe mich jedoch 
zu weit fuhren würde, dass a . e<*, wo e als die Grundzahl 
des natürlichen Logarithmensystems au%efa8St werden kann, 
die Strecke bedeutet, welche aus a durch eine Schwenkung 
hervorgeht, die den Winkel a erzeugt; d. h. es bedeutet a . e« 
die Strecke a geschwenkt um den Winkel a. Wenn femer 
Cos a, wo a einen Winkel ausdrückt im geometrischen Sinne, 
dieselbe Zahl vorstellt wie cosä wo a den zu dem Winkel gehöri- 
gen, durch den Halbmesser gemessenen Bogen bedeuten soll: so 
folgt aus jenem Begriffe der Ezponentialgrösse sogleich, dass 



Cosa 



ea-|-e-< 



2 

sei**). Eben so wenn Sin« die Grösse vorstellt, welche die 
Strecke, mit der sie multiplicirt ist, nach der Schwenkungs- 
seite des Winkels a um 90^ in ihrer Richtung ändert, und 
zugleich ihre absolute Länge auf gleiche Weise ändert wie 
sin«, so ist 

ea — e-« 

Sm« — ^ , 

und es ergiebt sich daraus die Gleichung 

Cos a -)- Sin a :^ e «, 
alles Gleichungen, welche die auffallendste Analogie mit den 
bekannten imaginären Ausdrücken verrathen. 

Soweit hatten sich diese Begriffe schon früher ergeben. 



*) Auch dieser Begriff, da er die Schwenkung yoraassetzt, gehört dem 
zweiten Theile an. 

**) In der That wenn AB (Figur 1) die meprUngUche Strecke ist» 
und dieselbe um den Winkel a in die Lage AC, um den Winkel -a aber 
in die Lage AD geschwenkt wird, nnd man das Parallelogramm ACDE 
vollendet, so ist AE die Summe der Strecken AC + AD, nnd die Hälfte 
AF dieser Summe der Cosinus des Winkels o. 
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Als ich nun auch diese Begriffe zu verallgemeinem trachtete, 
«0 erweiterte sich zuerst der Begriff des inneren Produktes 
auf entsprechende Weise, wie ich dies für das äussere Pro- 
dukt in Bezug auf das Durchschneiden der Linien und Ebenen 
oben angedeutet habe; sodann kam ich zunächst auf den Be- 
^ff des Quotienten verschieden gerichteter Strecken, und 

a 

verstand unter ^, wo a und b verschieden gerichtete Strecken 

von gleicher Länge vorstellen, die Grösse, welche jede in 
derselben Ebene liegende Strecke um den Winckel ba (von 
b nach a gerechnet) ändert, so dass in der That, wie es sein 

muss, -^b = a ist; und hieraus ergab sich dann der Begriff 

für den Fall, dass a und b von ungleicher Länge sind, un- 
mittelbar. Jener einfache Begriff wurde uun aber die Quelle 
fttr eine Beihe der interessantesten Beziehungen. Zuerst er- 
gab sich hieraus sogleich eine neue Art der Multiplikation, 
welche dieser Division entsprach, und sich von allen früheren 
dadurch unterschied, dass das Produkt dieser neuen Art nur 
werden konnte, wenn einer der Faktoren wurde, während 
die Faktoren vertauschbar blieben, kurz eine Multiplikation, 
welche in allen ihren Gesetzen der gewöhnlichen arithmetischen 
analog blieb; und der Begriff derselben ging leicht hervor, 
wenn ich eine Strecke fortschreitend mit verschiedenen solchen 
Quotienten multiplicirte, und dann den einen Quotienten auf- 
fasste, welcher statt dieser fortschreitenden Faktoren gesetzt 
werden konnte. Da nun nach der Definition, wenn ab den 
Winkel beider Strecken, welche von gleicher Länge sind, 
bedeutet, 

e*^ = — ist so hat man auch 
a 

loff — = ab 
° a 

Femer, wenn der Winkel ab der mte Theil von ac ist, so 

hat man 

b ^"^ c 

'7 



(f)- 



a 
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weil nämlich, wenn eine Strecke m mal fortschreitend die 
Schwenkung — erleidet, sie dann im Ganzen die Schwen- 

kung — vollendet. Also auch, wenn der Winkel ab halb so 

gross ist als ac, so ist 

fiy--^al8ol-l/A 
V a / a a r a 

b . c 

Ist namentlich — der Schwenkung um einen Rechten, also — 

a a 

der um 2 Rechte gleich , so ist , da c «» -a, also — — -1 ist, 

a 

= ?^-lj d. h. der Ausdruck /^-l mit 'einer Strecke mul- 



a 

tiplicirt ändert ihre Richtung um 90* nach irgend einer, dann 
aber allemal nach derselben Seite hin. Diese schöne Be^ 
deutung der imaginären Grösse vervollständigte sich noch da« 
durch, dass sich ergab, dass 

e« und e(«) f^ -i 
denselben Werth bezeichnen, wenn a den Winkel, («) aber 
den dazu gehörigen Bogen dividirt durch den Halbmesser 
bedeutet; in der That fand sich dann 

cos X = ^ } 

wie gehörig, und eben so 

/'l smx = — ^ ? 

Formeln, welche also eine rein geometrische Bedeutung haben, 
indem e */^-l die Schwenkung um einen Winkel bedeutet, 
dessen Bogen durch den Halbdurchmesser gemessen x gibt. 
Hiemach nun gewannen alle imaginären Ausdrücke eine rein 
geometrische Bedeutung, und lassen sich durch geometrische 
Konstruktionen darstellen. Zugleich war der Winkel als 

Logarithmus des Quotienten — bestimmt , daher auch die un- 

a 

endliche Menge seiner Werthe bei derselben Schenkellage. 

Eben so nun zeigte sich auch umgekehrt, wie man vermittelst 
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der so gefund^ien Bedeutung des Imaginären auch die G-e- 
setze der Analyse innerhalb der Ebene ableiten kann, hin- 
gegen ist es nicht mehr möglich, vermittelst des Imaginären 
auch die Gesetze für den Raum abzuleiten. Auch stellen sich 
überhaupt der Betrachtung der Winkel im Baume Schwierig- 
keiten entgegen, zu deren allseitiger Lösung mir noch nicht 
hinreichende Müsse geworden ist. 

Dies etwa sind die Gegenstände, welche ich mir für den 
zweiten und letzten Theil vorbehalten habe, wenigstens so 
weit sie bis jetzt von mir bearbeitet sind, mit ihm wird das 
Werk geschlossen sein. Die Zeit, wann dieser zweite Theil 
erscheinen wird, kann ich noch nicht bestimmen, indem es 
mir bei den mannigfachen Arbeiten, in welche mich mein 
jetziges Amt verwickelt, unmöglich wird, diejenige Ruhe zu 
finden, welche für die Bearbeitung desselben nothwendig ist. 
Doch bildet auch dieser erste Theil ein für sich bestehendes, 
in sich abgeschlossenes Ganze, und ich hielt es für zweck- 
mässiger, diesen ersten Theil mit den zugehörigen Anwendungen 
zusammen erscheinen zu lassen, als beide Theile zusammen 
und von den Anwendungen gesondert. 

In der That ist es bei der Darstellung einer neuen Wissen- 
schaft, damit ihre Stellung und ihre Bedeutung recht erkannt 
werde, unumgänglich nothwendig, sogleich ihre Anwendung 
und ihre Beziehung zu verwandten Gegenständen zu zeigen. 
Hierzu soll auch zugleich die Einleitung dienen. Diese i^t 
der Natur der Sache nach mehr philosophischer Natur, und, 
wenn ich dieselbe aus dem Zusanm[ienhange des ganzen 
Werkes heraussonderte, so geschah dies, um die Mathematiker 
nicht sogleich durch die philosophische Form zurückzuschrecken. 
Es herrscht nämlich noch immer imter den Mathematikern 
und zum Theil nicht mit Unrecht eine gewisse Scheu vor 
philosophischen Erörterungen mathematischer und physikalischer 
Gegenstände; und in der That leiden die meisten Untersuchungen 
dieser Art, wie sie namentlich von Hegel und seiner Schule 
gefuhrt sind, an einer Unklarheit xmd Willkür, welche alle 
Frucht solcher Untersuchungen vernichtet. Dessen ungeachtet 
glaubte ich es der Sache schuldig zu sein, der neuen Wissen- 
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schalt ihre Stelle im Q-ebiete des Wissens an'weisen zu müssen, 
und stellte didier, um beiden Forderungen zu genügen, eine 
Anleitung voran, welche ohne dem Verständniss des Ganzen 
wesentlich zu schaden, überschlagen werden kann. Auch be- 
merke ich, dass unter den Anwendungen gleichfalls die, welche 
sich auf Gegenstände der Natur (Physik, Krystallonomie) be- 
ziehen, überschlagen werden können, ohne dass dadurch der 
Gang der ganzen Entwickelung gestört wird. Durch diese 
Anwendungen auf die Physik glaubte ich besonders die Wich- 
tigkeit, ja die Unentbehrlichkeit der neuen Wissenschaft und 
der in ihr gebotenen Analyse dargethan zu haben. Dass die- 
selbe in ihrer konkreten Gestalt, d. h. in ihrer Uebertragung 
auf die Geometrie, einen rortrefflichen ünterrichtsgegenstand 
liefern würde, welcher einer durchaus elementaren Behand- 
lung fähig ist, hoffe ich gelegentlich einmal nachweisen zu 
können, indem zu einer solchen Nachweisung in dem Werke 
selbst, seiner Bestimmung gemäss, kein Platz gefunden werden 
konnte. Namentlich ist es bei einer elementaren Behandlung 
der Statik, wenn in derselben anschauliche imd allgemeine 
(auch durch Konstruktion darstellbare) Resultate hervorgehen 
sollen, unumgänglich nothwendig, den Begriff der Summe und 
des Produktes von Strecken aufzunehmen, und die Haupt- 
gesetze dafür zu entwickeln, und ich bin gewiss, dass, wer 
das Au&ehmen dieser Begriffe einmal versucht hat, es nie 
wieder aufgeben wird. 

Wenn ich so der neuen Wissenschaft, deren Bearbeitung 
hier wenigstens theilweise vorliegt, ganz ihr Recht zuerkannt 
habe, und ihr die Ansprüche, die sie im Gebiete des Wissens 
machen kann, auf keine Weise verkürzen will, so glaube ich 
dadurch mir nicht den Vorwurf der Anmaassung zuzuziehen; 
denn die Wahrheit verlangt ihr Recht; sie ist nicht das Werk 
dessen, der sie zum Bewusstsein oder zur Anerkennung bringt; 
sie hat ihr Wesen und Dasein in sich selbst; und ihr aus 
falscher Bescheidenheit ihr Recht verkürzen ist ein Verrath 
an der Wahrheit. Aber desto mehr Nachsicht muss ich in 
Anspruch nehmen für alles das, was mein Werk an der 
Wissenschaft ist. Denn ich bin mir, ungeachtet aller auf die 
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Form verwandt^!! Mühe, dennoch der grossen Unvollkommen- 
heit derselben bewusst. Zwar habe ich das Ganze mehrere 
Male durchgearbeitet in verschiedenen Formen, bald in Ett- 
klidischer Form von Erklärungen und Lehrsätzen in möglich- 
ster Strenge > bald in Form einer zusammenhängenden Ent- 
wickelung mit möglichster Uebersichtlichkeit, bald beides mit 
einander verflechtend, indem ich die Uebersicht-gebende Dar- 
stellung vorangehen, und dann die Entwickelung nach Eukli- 
discher Form folgen liess. Zwar bin ich mir dessen wohl 
bewusst, dass bei abermaliger Umarbeitung Manches in besserer, 
d. h. theils strengerer, theils übersichtlicherer Form hervor- 
treten würde. Aber von der Ueberzeugung durchdrungen, 
dass ich doch keine volle Befriedigxmg hoffen könne , und der 
Einfachheit, der Wahrheit gegenüber, die Darstellung doch 
immer nur dürftig bleiben müsse, entschloss ich mich, mit 
der Form hervorzutreten, welche mir zur Zeit als die beste 
erschien. Einen besonderen Grund der Nachsicht hoffe ich 
auch darin zu finden, dass mir die Zeit für die Bearbeitung 
vermöge meiner amtlichen Thätigkeit nur äusserst kärglich 
und stückweise zugemessen war, auch mir mein Amt keine 
Gelegenheit darbot, durch Mittheilungen aus dem Gebiete 
dieser Wissenschaft, oder auch nur verwandter Gegenstände, 
die lebendige Frische zu gewinnen, welche wie ein belebender 
Hauch das Ganze durchwehen muss, wenn es als ein leben- 
diges Glied an dem Organismus des Wissens erscheinen soll. 
Doch wenn auch eine Berufsthätigkeit, in welcher solche 
Mittheilungen aus dem Gebiete der Wissenschaft meine eigent- 
liche Aufgabe sein würden, als das Ziel meiner Wünsche 
und Bestrebungen mir vor Augen steht, so glaubte ich doch 
die Bearbeitung dieser Wissenschaft nicht bis zur Erreichung 
dieses Zieles aufschieben zu dürfen, surnal da ich hoffen 
konnte, durch die Bearbeitung dieses Theiles selbst mir den 
Weg zu jenem Ziele bahnen zu können. 

Stettin, den %9, Juni 1844. 



Yorrede zur zweiten Auflage. 



Das Werk, dessen zweite AuflÄge ich hiermit der Oeffent- 
lichkeit übergebe, hat in den ersten 23 Jahren nach seinem 
ersten Erscheinen nur eine geringe und meist nur gelegentliche 
Beachtung gefunden. Diesen Mangel an Erfolg konnte ich 
nicht der behandelten Wissenschaft als solcher zur Last legen ; 
denn ich kannte deren fundamentale Wichtigkeit, ja deren 
Nothwendigkeit vollkommen; sondern ich konnte die Ursache 
davon nur in der streng wissenschaftlichen, auf die ursprüng- 
lichen Begriffe zurückgehenden Behandlungsweise finden. Eine 
solche Behandlungsweise erforderte aber ein nicht bloss ge- 
legentliches Auffassen dieser oder jener Resultate, sondern 
ein sich versenken in die zu Grunde liegenden Ideen und 
eine zusammenhängende Auffassung des ganzen auf dies Fun- 
dament aufgeführten Baues, dessen einzelne Theile erst durch 
das Ueberschauen des Ganzen ihr volles Verständniss erhalten 
konnten. Bei dem gewaltigen Fortschritt der Mathematik in 
der neueren Zeit, bei dem Hervortreten immer neuer Gebiete 
mathematiBcher Forschung, deren Durchdringung die ange- 
strengteste Arbeit erforderte, bei dem Ringen nach neuen,, 
dem Forschungsgeiste sich darbietenden und ihn anlockenden 
Resultaten, fanden die Mathematiker nicht die Ruhe und Müsse, 
sich in ein so in sich zusammenhängendes Gebäude hineinzuver- 
setzen. Meine Hofihung, einen akademischen Lehrstuhl zu 
gewinnen, und dadurch jüngere Kräfte in die Wissenschaft 
einzuführen imd sie zum weiteren Ausbau derselben anzu- 
regen, schlug fehl. Zwar konnte es nicht ausbleiben, dass 
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Bpäterhin yerschiedene Mathematiker auf andern Wegen zu 
yereinzelten Resultaten gelangten, die schon in meiner Aus- 
dehnungslehre von 1844 behandelt waren; aber fast nie ge- 
schah dabei meines Werkes Erwähnung; vielmehr zeigte sich, 
dass dasselbe ihnen fast allen ganz unbekannt geblieben war, 
da sonst die Resultate durch den inneren Zusammenhang, den 
sie dort fanden, sich viel einfacher xmd fruchtreicher hätten 
gestalten müssen. Bei einer solchen Lage der Saohe wird es 
Niemand einem Verleger y erargen, wenn er in jener Zeit 
einen Theil der Exemplare meines Werkes makuliren liess, 
noch mir, wenn ich den yerheissenen zweiten Theil meines 
Werkes nicht auf derselben Gnmdlage weiter baute, sondern 
im Jahre 1862 die ganze Ausdehnungslehre auf einer neuen 
Grundlage, die, wie ich hoffte, den Mathematikern mehr zusagen 
würde, aufbaute und bis zu Ende durchführte*). Aber auch 
dies neue Werk fand zuerst eben so wenig Beachtung als 
das erste» Erst seit dem Jahre 1867 gestaltete sich die Sache 
ganz anders. Es war zuerst Hermann Hankel, welcher in 
seiner „Theorie der complexen Zahlensysteme, Leipzig 1867^ 
die fundamentale Bedeutung meiner Ausdehnungslehre be- 
tonte (S. 16, S. 112, S. 119—140, S. 140). Noch ent- 
schiedener geschah dies durch Clebsch, welcher kurz yor 
seinem Tode in seiner Abhandlung „zum Gedächtniss an 
Julius Plücker, Göttingen 1872^ auf S. 8 und 28 in An- 
merkungen, die er unter den Text setzte, die Bedeutsamkeit 
meiner Ausdehnungslehre yon 1844 in sehr rühmender Weise 
hery erhebt, und namentlich an der zweiten Stelle sagt: „In 
gewissem Sinne sind die Coordinaten der geraden Linie, wie 
überhaupt ein grosser Theil der Grundyorstellungen der 
neueren Algebra, bereits in Grassmanns „Ausdehnimgslehre^ 
(1844) enthalten; die genauere Darlegung dieser Verhältnisse 
würde indessen hier zu weit fähren^. Bei dem liebeyollen 
und stets so fruchtreichen Eingehen auf die Arbeiten Anderer, 
welches diesen heryorragendsten der neueren Mathematiker 



*) Die Ansdehnungslehre vollständig und in strenger Form bearbeitet. 
Berlin 1862 (EnsUn). 
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anszeiclinete, würde Clebsch gewiss späterhin Ratun gefunden 
haben, um diese Verhältnisse darzulegen, und nach seiner 
Weise auch die Ausdehnungslehre mit neuen, weitgreifenden 
Ideen zu befruchten, wenn er nicht mitten in seinem kräftigsten 
Wirken der Wissenschaft so plötzlich entrissen wäre. Aber 
schon drei Jahre vorher (1869) hatte Victor Schlegel ange- . 
fangen, den von Clebsch angedeuteten Gedanken auszuführen. 
In seinem „System der Raumlehre nach den Prinzipien der 
Grassmann'schen Ausdehnungslehre und als Einleitung in die- 
selbe dargestellt von Victor Schlegel, Leipzig bei Teubner", 
dessen erster Theil 1872 und dessen zweiter Theil 1875 er- 
schien, hat der Verfasser mit grosser E^larheit und zum grossen 
Theile in selbständiger, der Sache durchaus angemessener 
Methode die Bedeutung Aer Ausdehnungslehre auch für die 
neueste Geometrie und Algebra dargelegt. Es ist besonders 
hervorzuheben, dass dies Werk Schlegers das erste ist, wel- 
ches die wesentlichen Ideen der Ausdehnungslehre in ihrem 
inneren Zusammenhange aufgefasst und zur Darstellung ge- 
bracht hat. Seit dieser Zeit ist nicht nur die Bedeutung der 
Ausdehnungslehre wiederholt hervorgehoben worden, sondern 
man hat auch begotmen, auf verschiedenen Gebieten erfolgreich 
mit ihren Methoden zu arbeiten. — H. Noth in Preiberg legte 
in seiner Abhandlung „Die vier Species in den Elementen der 
Geometrie" (Schulprogramm 1874) den Grund zu einer ver- 
einfachenden Darstellung der Geometrie der Lage. — R. Sturm 
in Darmstadt wandte in dem Aufsatz „Sülle forze in equilibrio'' 
(Annali di Mathem. VII. p. 217 ff. 1876) die Methoden der 
Ausdehnungslehre zur Lösung von Problemen der Mechanik 
an. — Endlich hat W. Preyer in Jena in seinen „Elementen 
der reinen Empfindungslehre" (Jena bei DuflEt. 1877) eine auf 
den Prinzipien der Ausdehnungslehre beruhende Darstellung 
dieser Wissenschaft gegeben, und dadurch der ersteren auch 
ein vom Begriff des Raumes unabhängiges Gebiet erobert. 

Es versteht sich von selbst, dass in der Ausdehnungs- 
lehre, als einer noch jungen Wissenschaft, mannigfache Keime 
verborgen liegen, welche einer weiteren Entwickelung fähig 
und bedürftig sind, und auch ich selbst habe mich seit 1872, 

B 
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nach einer zehnjährigen Unterbrechung wieder jenen Studien 
zugewandt. Meine früher erschienenen Arbeiten auf diesem 
Gebiete sind m meiner Ausdehnungslehre von 1862 aufge- 
führt, und ich habe daher hier nur die neueren Arbeiten zu 
verzeichnen. Es sind dies erstens zwei Aufsätze in den Ghöt- 
tinger Nachrichten von 1872 ^Zur Theorie der Curven dritter 
Ordnung" (S. 505) und „Ueber zusammengehörige Pole und 
ihre Darstellung durch Produkte'' (S. 567), femer in den 
mathematischen Annalen ,,die neuere Algebra und die Aus- 
dehnungslehre'' Band VII S. 538, „die Mechanik nach den 
Principien der Ausdehnungslehre " Band XII. S. 222, „der Ort 
der Hamilton'schen Quatemionen in der Ausdehnungslehre " 
Band XII. S. 375. Endlich habe ich eine für Borchardts Journal 
bestimmte Abhandlung unter der Feder, in welcher ich die 
schönen Arbeiten Reye's über die Oberflächen durch weitere 
.Ausfuhrung der in meiner Ausdehnungslehre von 1862 Nr. 392 
dargestellten Idee, nach welcher Funktionen als extensive 
Grrössen behandelt werden, auf eine neue und einfache Weise 
zu begründen suche. 

So ist es denn gekommen, dass im Laufe der letzten 
Jahre das Interesse an der Ausdehnungslehre sich in immer 
weiteren Ejreisen verbreitete. Und da in demselben Maasse 
die Nachfrage nach der inzwischen selten gewordenen ersten 
Ausgabe des Werkes zunahm, so entschloss sidi die Verlags* 
handlung mit dankenswerther Bereitwilligkeit zur Veranstaltung 
einer zweiten Auflage. 

Ich habe in dieser zweiten Auflage den Text der ersten 
Aufllage (natürlich abgesehen von einzelnen Druckfehlem) un- 
verändert gelassen, da die Darstellung in derselben die kon- 
sequente Durchführung einer einzigen Grundidee ist, und auch 
die Behandlungsweise eine solche ist, deren Berechtigung ich 
durchaus anerkenne, und die gewiss den mehr philosophisch 
gebildeten Lesern mehr zusagen wird, als die den Mathema- 
tikern mehr anbequemte Darstellungsweise der Ausdehnungs- 
lehre von 1862. Dagegen habe ich unter den Text, je nach- 
dem es mir zweckmässig schien, neue Anmerkungen hinzuge- 
iugt, die ich mit der Jahreszahl 1877 versehen habe. Zwei 
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umfangreicliere Aamerkuxigen habe ich, um die Ueberein- 
stimmiing mit den Seiten;EahIen der ersten Auflage möglichst 
zu erhalten, als Anhänge an den Schluss gestellt, Dott findet 
sich auch noch ein Abdruck der Uebersicht über das Wesen 
der Ausdehnungslehre, welche ich in Grunerts Archiv Bd. VI. 
gegeben habe, da dieselbe, wie mir von verschiedenen Seiten 
mitgetheilt ist, das Verständniss des Werkes sehr erleichtem 
soll. Endlich habe ich ein Verzeichniss der in dem Werke 
vorkommenden Kunstausdrücke hinzugefugt. 

Um die Vergleichung mit der Ausdehnungslehre von 1862 
zu erleichtem, gebe ich hier zuerst eine Uebersicht der in beiden 
der Hauptsache nach übereinstimmenden Resultate, bemerke 
jedoch, dass nicht nur die Ableitung derselben eine wesentlich 
verschiedene ist, sondern auch in der einen Resultate abgeleitet 
sind, die in der andern entweder übergangen oder mit andern 
Resultaten zusammengefasst sind, so dass es also unmöglich wird, 
jedes mit jedem zusammenzustellen. Ich bezeichne hier die 
Ausdehnungslehre von 1844 mit A|, die von 1862 mit A^ 

Ai § 13— 20. — Aa No. 1— 9, 14— 24 

Ai § 24 . — Aj No. 216—223, 

A, § 28— 36. — Aj No. 52— 61, 66— 68 

Ai § 37— 40. — Aa No. 254, 262, 

Ai § 45, 46. — Aj No. 134, 135, 

Ai § 47— 55. — Aj No. 69— 85, 

Ai § 60— 73. — Aa No. 10— 13, vergl. 377 

A| § 80— 90. — Aa No. 27— 36, 

Ai § 93 . — Aa No. 136, 

Aj § 94—119. — Aa No. 224—286. Die Gesetze der 
Elementargrössen sind in A^ mit denen der Ausdehnungs- 
grossen zusammengefasst und nur in der Anwendung auf die 
Geometrie von ihnen gesondert 

Ai § 126 . — A^ No. 25, 26, 

Ai § 128—142. — Aa No. 94—132. Die §§ 127 und 
143 sind als unfruchtbar aufgegeben. 

Ai § 144 . — Aj No. 287—305, 

Ai § 145—148. — Aa No. 306—329, 

Aj § 149—165. — Aa No. 401—409. 
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Die Anm. über offene Produkte am ScUusse der A| ist 
weiter ausgeführt A^ No. 353—868. 

Die neuen Gegenstände, welche in der Ausdehntingslehre 
von 1862 bearbeitet werden sollten, sind in der Vorrede zur 
Ausdehnungslehre von 1844 S.X— XIV nur theilweise erwähnt. 
Oan2 n^u hinzugekommen ist der zweite Abschnitt (No.348 — 
527), welcher die Funktionenlehre, und die ihr zu Grande 
liegende algebraische Multiplikation, nebst der Differenzial- 
rechnung, den unendHchen Reihen und der Integralrechnung, 
behandelt und besonders tief in die verwandten Gebiete der 
gewöhnlichen Analjsis, namentlich auch in die neuere Geome- 
trie und Algebra eingreift, imd in einzelnen Abschnitten, wie 
z. B. in der Behandlung des Quotienten (No. 877 — 891), in 
der Auffassung der Funktionen als extensiver Grössen (892 — 
400), so wie in der Integration der Differenzialgleichungen 
(491 — 527) Keime zu Entwickelungen enthält, welche noch 
zukünftiger Bearbeitung harren. 

Stettin, im Sommer 1877*). 



Hermann Grassmann. 



*) Der Verfasser ist wfthrend des Druckes gestorben. 

Die Yerlagshandlung. 



Einleitung. 



A. Ableitung des Begriffs der reinen Matliematifc. 

1. Die oberste Theilung aller Wissenschaften ist die in 
reale und formale, von denen die ersteren das Sein, als das 
dem Denken selbstständig gegenübertretende, im Denken ab- 
bilden, und ihre Wahrheit haben in der Uebereinstimmung 
des Denkens mit jenem Sein; die letzteren hingegen das durch 
das Denken selbst gesetzte zum Gegenstande haben, und ihre 
Wahrheit haben in der Uebereinstimmung der Denkprocesse 
unter sich. 

Denken ist nur in Bezug auf ein Sein, was ihm gegenübertritt 
und durch das X)enken abgebildet wird ; aber dies Sein ist bei den 
realen Wissenschaften ein selbstständiges, ausserhalb des Denkens 
für sich bestehendes, bei den formalen hingegen ein durch das 
Denken selbst gesetztes, was nun wieder einem zweiten Denkakte 
als Sein sich gegenüberstellt. Wenn nun die Wahrheit überhaupt 
in der Uebereinstimmung des Denkens mit dem Sein beruht, so 
beruht sie insbesondere bei den formalen Wissenschaften in der 
Uebereinstimmimg des zweiten Denkaktes mit dem durch den ersten 
gesetzten Sein , also in der Uebereinstimmung beider Denkakte. 
Der Beweis in den formalen Wissenschaften geht daher nicht über 
das Denken selbst hinaus in eine andere Sphäre über, sondern ver- 
harrt rein in der Kombination der verschiedenen Denkakte. Daher 
dürfen auch die formalen Wissenschaften nicht von Gnmdsätzen 
ausgehen, wie die realen; sondern ihre Grundlage bilden die 
Definitionen*). 



*) Wenn man in die formalen WissenBchaften, wiez. B. in die Arithmetik, 
dennoch Grandsütze eingeführt hat, so ist dies als ein Missbrauch anzusehen, 
der nur aus der entsprechenden Behandlung der Geometrie zu erklären ist. 
Ich werde hierauf später noch einmal ausführlicher zurückkommen. Hier 
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2. Die formalen Wissenschaften betrachten entweder die 
allgemeinen Gesetze des Denkens, oder sie betrachten das 
Besondere durch das Denken gesetzte, ersteres die Dialek- 
tik (Logik),*) letzteres die reine Mathematik. 

Der Gegensatz zwisehen Allgemeinem und Besonderem bedingt 
also die Theilung der formalen Wissenschaften in Dialektik und 
Mathematik. Die erstere ist eine philosophische Wissenschaft, 
indem »e die Einheit in allem Denken aufsucht, die Mathematik 
hingegen hat die entgegengesetzte Richtimg, indem sie jedes Ge- 
dachte einzeln als ein Besonderes auffasst. 

3. Die reine Mathematik ist daher die Wissenschaft des 
besonderen Seins als eines durch das Denken gewordenen. 
Das besondere Sein, in diesem Sinne aufgefasst, nennen wir 
eine Denkform oder schlechtweg eine Form. Daher ist reine 
Mathematik Formenlehre. 

Der Name Grössenlehre eignet nicht der gesammten Mathema- 
tik, indem derselbe auf einen wesentlichen Zweig derselben, auf 
die Kombinationslehre, keine Anwendung findet, und auf die Arith- 
metik auch nur im uneigentlichen Sinne ^^). Dagegen scheint der 
Ausdruck Form wieder zu weit zu sein, und der Name Denkform 
angemessener.; allein die Form in ihrer reinen Bedeutung, abstra- 
hirt von allem realen Inhalte, ist eben nichts anderes, als die Denk- 
form, und somit der Ausdruck entsprechend. Ehe wir zur Thei- 
lung der Formenlehre übergehen, haben wir einen Zweig auszu- 
sondern, den man bisher mit Unrecht ihr zugerechnet hat, nämlich 
die Geometrie. Schon aus dem oben aufgestellten Begrifife leuch- 
tet ein, dass die Geometrie, eben so wie die Mechanik, auf ein reales 



genüge es, das Fehlen der GrandsStse in den formalen Wissenschaften als 
nothwendig dargethan zu haben. 

*) Die Logik bietet eine rein mathematische Seite dar, die man als for- 
male Logik bezeichnen kann, und die ihrem Inhalte nach von meinem Bruder 
Robert nnd mir gemeinschaftlich bearbeitet and von dem ersteren in seinem 
zweiten Buche der Formenlehre, Stettin 1872, in eigenthtimlicher Form dar- 
gestellt ist. (1877.) 

**) Der Begriff der Grösse wird in der Arithmetik durch den der Anzahl 
yertreten ; die Sprache unterscheidet daher sehr wohl yermehren und ver- 
mindern, was der Zahl angehört, von vergrössern und verkleinern, was der 
Grösse. 
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Sein zurückgebt ; nämlich dies ist ftlr die Geometrie der Raum ; 
und es ist klar, wie der Begriff des Saumes keinesweges durck das 
Denken erzeugt werden kann, sondern demselben stets als ein ge- 
gebenes gegenübertritt. Wer das Gegentheil behaupten wollte/ 
mttsste sich der Aufgabe unterziehen, die Nothwendigkeit der drei 
Dimensionen des Baumes aus den reinen Denkgesetzen abztileiten, 
eine Aufgabe, deren Lösung sich sogleich als xmmöglich darstellt. 
— Wollte nun jemand, obgleich er dies zugeben müsste, dennoch 
der Geometrie zu Liebe den ifamen der Mathematik auch auf sie 
ausdehnen ; so könnten wir uns dies zwar gefallen lassen, wenn er 
uns auch auf der anderen Seite unsem Xamen der Formenlehre 
oder irgend einen gleichgeltenden will stehen lassen ; doch aber 
mttssten wir ihn im Voraus darauf hinweisen, dass dann jener Name, 
weil er das differenteste in sich schliesst, auch noth wendig mit der 
Zeit als überflüssig werde verworfen werden. Die Stellung der Geo- 
metrie zur Formenlehre hängt von dem Verhältniss ab, in welchem 
die Anschauung des Baumes zum reinen Denken steht. Wenn 
gleich wir nun sagten, es trete jene Anschauung dem Denken als 
selbstständig gegebenes gegenüber, so ist damit doch nicht behauptet, 
dass die Anschauung des Baumes uns erst aus der Betrachtung 
der räumlichen Dinge würde ; sondern sie ist eine Grundanschau- 
ung, die mit dem Geöfinetsein unseres Sinnes für die sinnliche Welt 
uns mitgegeben ist, und die uns eben so ursprünglich anhaftet, wie 
der Leib der Seele. Auf gleiche Weise verhält es sich mit der 
Zeit und mit der auf die Anschauungen der Zeit und des Baumes 
gegründeten Bewegung, weshalb man auch die reine Bewegungs- 
lehre (Phorometrie) mit gleichem Bechte wie die Geometrie den 
mathematischen Wissenschaften beigezählt hat. Aus der Anschauung 
der Bewegung fliesst vermittelst des Gegensatzes von Ursache und 
Wirkung der Begriff der bewegenden Kraft, so dass also Geo- 
metrie, Phorometrie und Mechanik als Anwendungen der Formen- 
lehre auf die Grundanschauungen der sinnlichen Welt erscheinen. 

B. Ableitung des Begriffs der Aiisdehnungslehre. 

4. Jedes durch das Denken gewordene (vei^l. No. 8) kann 
auf zwiefache Weise geworden sein, entweder durch einen ein- 
fachen Akt des Erzeugens, oder durch einen zwiefachen Akt 
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des Setzeufi und Verknüpfens. Daa auf die erste Weise 
gewordene ist die stetige Form oder die Grösse im engeren 
Sinn, das auf die letztere Weise gewordene die diskrete 
oder Verkaüpfungs-Form. 

Der Bchlechthin einfache Begriff des Werdens giebt die stetige 
Form. Das bei der diskreten Form vor der Verknüpfung gesetzte 
ist zwar auch durch das Denken gesetzt, erscheint aber fär den 
Akt des Verknüpfens als Gegebenes, und die Art, wie aus dem 
Gegebenen die diskrete Form wird, ist ein blosses Zusammen- 
denken. Der Begriff des stetigen Werdens ist am leichtesten aufzu- 
fiEtösen, wenn man ihn zuerst nach der Analogie der geläufigeren, 
diskreten Entstehungsweise betrachtet. Nämlich da bei der steti- 
gen Erzeugung das jedesmal gewordene festgehalten, und das neu 
entstehende sogleich in dem Momente seines Entstehens mit jenem 
zusammengedacht wird: so kann man der Analogie wegen auch für 
die stetige Form dem Begriffe nach einen zwiefachen Akt des 
Setzens und Verknüpfens unterscheiden, aber beides hier zu Einem 
Akte vereinigt, und somitin eine unzertrennliche Einheit zusammen- 
gehend | nämlich von den beiden Gliedern der Verknüpfung (wenn 
wir diesen Ausdruck der Analogie w^en fUr einen Augenblick fest- 
halten) ist das eine das schon gewordene, das andere hingegen das in 
di^m Momente des Verknüpfens selbst neu entstehende, also nicht 
ein vor dem Verknüpfen schon fertiges. Beide Akte also, nämlich 
des Setz^s und Verknüpfens, gehen ganz in einander auf, so dass 
nicht verknüpft werden kann, als gesetzt Ut, und nicht eher gesetzt 
werden darf, als verknüpft ist ; oder wieder in der dem Stetigen zu- 
kommenden Ausdrucksweise gesprochen: das was neu entsteht, 
entsteht eben nur an dem schon gewordenen, ist also ein Moment 
des Werdens selbst, was hier in seinem weiteren Verlauf als Wachsen 
erscheint. 

Der Gegensatz des Diskreten und Stetigen ist (wie alle wahren 
Gegensätze) ein fliessender, indem das Diskrete auch kann als ste- 
tig betrachtet werden, und umgekehrt das Stetige als Diskret. Das 
Diskrete wiod als Stetiges betrachte^ wena dis Verknüpfte selbst 
wieder at? Gewordenes und der Akt des Verknüpfens als ein Mo- 
ment des Werdens aufgefasst wird. Und das Stetige wird als 
Diskret betrachtet, wenn einzelne Momente des Werdens als blosse 
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YerknüpfoBgsakte aii%efaast, und dm so verknüpfte für die Ver- 
knüpfung als Gegebenes betrachtet wird. 

5. Jedes Besondere (Nr. 3) wird ein solehes durch den 
Begriff des Verscbiedezien, wodurch ee einem anderen Be- 
sonderen nebengeordnet, und durch den des G-leichen^ wo- 
durch es mit anderem Besonderen demselben Allgemeinen unter- 
geordnet wird. Das aus dem G-Ieichen gewordene können 
wir die algebraische Form, das aus dem Verscbiedeaen 
gewordene die kombinatorische Form nennen« 

Der GiegensatE des Gleiehen imd Verschiedenen ist gleichfalls 
ein fliessender. Das Gleiche ist rerschieden, schon sofern das eine 
mid das andere ihm Gleiehe irgend wie gesondert ist (und ohne 
diese Sondenmg wäre es nur Eins, also nicht Gleiches), das Ver- 
schiedene ist gleich, schon sofern beides durch die auf beides sich 
beiieheade Thätigkeit verknüpft ist, also beides ein Verknüpftes 
ist. Damm verschwimmen aber nun beide Glieder keineswegs in 
einander, so dass man einen M aassstab assulegen hätte, dnrch den 
bestimmt würde, wie viel Gleiches gesetstsei zwischen beiden Vor- 
stellungen und wie viel Verschiedenes ; sondern wenn auch dme 
Gleichen immer schon irgend wie das Verschiedene anhaftet imd. 
umgekehrt, so bildet doch nur jedesmal das Eine das Moment der 
Betrachtung, während das andere nur als die vorauszusetzende 
Grundlage des ersteren erscheint. 

Unter der algebraischen Form ist hier nicht bloss die Zahl soi;^dem 
auch das der Zahl im Gebiete des Stetigen ^tsprechende, imd unter 
der kombinatorischen Form nicht nur die Kombination sondern 
auch das ihr im Stetigen entsprechende verstanden. 

6« Aus der Durchkreuzung dieser beiden Gegensätze, von 
denen der erste auf die Art der Erzeugung^ der letztere auf 
die Elemente der Erzeugung sich bezieht, gehen die vier Gat- 
tungen der Formen und die ihnen entsprechenden Zweige der 
Formenlehre hervor. Und zwar sondert sich ziCerst die dis- 
krete Form danach in Zähl und Kombination (Gebinde). Zahl 
ist die algebraisch diskrete Form, d. h. sie ist die Zusammen- 
&ssung des als gleich gesetzten; die Kombination ist die 
kombinatorisch diskrete Form, d. h. sie ist die Zusammen- 



XXVI fiinleitang. 

fassimg des als verschieden gesetzten. Die Wissenschaften 
des Diskreten sind also Zahlenlehre und Kombinations- 
lehre (Verbindiingslehre). 

Dass hieidureh der Begriff der Zahl vollständig erschöpft und 
genau umgrftnzt ist, und ebenso der der Kombination, bedarf wohl 
kaum eines weiteren Nachweises. Und da die Gegensätze, durch 
welche diese Definitionen hervorgegangen sind, die einfachsten, in 
dem Begriffe der mathematisehen Form unmittelbar mit gegebenen 
sind, so ist hierdurch die obige Ableitung wohl hinlänglich gerecht- 
fertigt*). Ich bemerke nur noch, wie dieser GegensatE zwischen 
beiden Formen auf eine sehr reine Weise durch die differente Be- 
zeichnung ihrer Elem^ste ausgedrückt ist, indem das zur Zahl ver- 
knüpfte mit einem imd denselben Zeichen (1) bezeichnet wird, das 
zur Kombination verknüpfte mit verschiedenen, im Uebrigen ganz 
willktthrlichen Zeichen (den Baohstaben). — Wie nun hiemach 
jede Menge von Dingen (Besonderheiten) als Zahl so gut, wie als 
Kombination aufgefasst werden kann, je nach der verschiedenen 
Betrachtungsweise, bedarf wohl kaum einer Erwähnung. 

7. Eben so sondert sich die stetige Form oder die Grösse 
danach in die algebraisch-stetige Form oder die intensive 
Grösse, und in die kombinatorisch-stetige Form oder die ex- 
tensive Grösse. Die intensive Grösse ist also das durch 
Erzeugung des Gleichen gewordene, die extensive Grösse oder 
die Ausdehnung ist das durch Erzeugung des Verschiedenen 
gewordene. Jene bildet als veränderliche Grösse die Grund- 
lage der Funktionenlehre, der Differenzial- und Integral-Rech- 
nung, diese die Grundlage der Ausdehnungslehre. 

Da von diesen beiden Zweigen der erstere der Zahlenlehre als 
höherer Zweig untergeordnet zu werden pflegt, der letztere aber 
noch als ein bisher unbekannter Zweig erscheint, so ist es noth- 
wendig, diese ohnehin durch den Begriff des stetigen Fliessens 



*) Der Befriff der Zahl und der Kombination ist schon vor 17 Jahren in 
einer von meinem Vater verfassten Abhandlung, über den Begriff der reinen 
Zahlenlehre, welche in dem Programme des Stettiner Gymnasiums von 1827 
abgedruckt ist, auf ganz ähnliche Weise entwickelt worden, ohne aber zur 
Eenntniss eines grösseren Publikum gelangt su sein. 
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schwierige Betrachtung näher zu erläutern. Wie in der Zahl die 
Einigung hervortritt, in der Kombination die Sonderung des Zu- 
sammengedaehten, so auch in der intensiven Ghrösse die Einigung 
der Elemente, welche ihrem Begnff nach «war noch gesondert sind, 
aber nur in ihrem wesentlichen sich gleich sein die intensive Grösse 
bilden, hingegen in der extensiven Grösse die Sonderung der Ele- 
mente, welche zwar, sofern sie Eine Grösse bild^i, vereinigt sind, 
aber welche eben nur in ihrer Trennung von einander die Grösse 
konstituiren. Es ist also die intensive Grösse gleichsam diefltlssig 
gewordene Zahl, die extensive Grösse die flüssig gewordene Kom- 
bination. Der letzteren ist wesentlich ein Auseinandertreten der 
Elemente und ein Festhalten derselben als aus einander seiender ; 
das erzeugende Element erscheint bei ihr als ein sich änderndes, 
d. h. durch eine Verschiedenheit der Zustände hindurchgehendes, 
und die Gesammtbeit dieser verschiedenen Zustände bildet eben 
das Gebiet der Ausdehnungsgrösse. Bei der intensiven Grösse hin- 
gegen liefert die Erzeugung derselben eine stetige Eeihe sich selbst 
gleicher Zustände, deren Quantität eben die intensive Grösse ist. 
Als Beispiel für die extensive Grösse können wir am besten diei 
begränzte Linie (Strecke) wählen, deren Elemente wesentlich aus 
einander treten und dadurch eben die Linie als Ausdehnung kon- 
stituiren ; hingegen als Beispiel der intensiven Grösse etwa einen 
mit bestimmter Kraft begabten Punkt, indem hier die Elemente 
nicht sich entäussem, sondern nur in der Steigerung sich darstellen, 
also eine bestinmite Stufe der Steigerung bilden. 

Auch hier zeigt sich die aufgestellte Differenz auf eine schöne 
Weise in der Bezeichnung; nämlich bei der intensiven Grösse, 
welche den Gegenstand der jTunktionenlehre ausmacht» untersch^- 
det man nicht die Elemente durch besondere Zeichen, sondern wo 
besondere Zeichen hervortreten, da ist dadurch die ganze veränder- 
liche Grösse bezeichnet. Hingegen bei der Ausdehnungsgrösse, 
oder deren konkreter Darstellung, der Linie, werden die verschie- 
denen Elemente auch mit verschiedenen Zeichen (den Buchstaben) 
bezeichnet, grade wie in der Kombinationslehre. Auch ist klar, 
wie jede reale Grösse auf zwiefache Weise kann angeschaut wer- 
den, als intensive und extensive ; nämlich auch die Linie wird als 
intensive Grösse angeschaut, wenn man von der Art, wie ihre 
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Elemente auB eüuinder sind, absieht, und blos die Qnantitttt der 
Elemente auffasst, und eben so kann der mit einer Kraft begabte 
Punkt als extensive Grösse gedacht werden, indem man sich die 
Kraft in Form einer Linie vorstellt. 

Historisdi hat sich unter den vier Zweigen der Mathematik das 
Diskrete eher eutwiekelt als das Stetige (da jenes dem zergliedern- 
den Verstände näher liegt als dieses), das Algebraische eher als das 
Kombinatorische (da das Gleiche leichter zusammengefasst wird 
als das Verschiedene). Daher ist die Zahlenlehre die früheste, Kom- 
binationslehre und Differenzialrechnung sind gleichzeitig entstanden, 
und von ihnen aUen musste die Ausdehnungslehre in ihrer abstrak- 
ten Form die späteste sein, während auf der andern Seite ihr kon- 
kretes (obwohl beschränktes) Abbild, die Baumlehre, schon der 
frühesten Zeit angehört. 

8. Es kann der Zerspaltung der Formenlehre in die vier 
Zweige ein allgemeiner Theil vorangeschickt werden, welcher 
die allgemeinen, d. h. ftlr alle Zweige gleich anwendbaren Ver- 
knüpfungsgesetze darstellt, und welchen wir die allgemeine 
Formenlehre nennen können. 

Diesen Theil dem Ganzen vorauszuschicken, ist wesentlich, so- 
fern dadurch nicht blos die Wiederholung derselben Schlussreihen 
in allen vier Zweigen und selbst in den verschiedenen Abtheilungen 
desselben Zweiges erspart, und somit die Entwickelung bedeutend 
abgekürzt wird, sondern auch das dem Wesen nach zusammenge- 
gehörige zusammen erscheint, und als Grundlage des Ganzen auftritt. 

C. Darlegung des BegriflTs der AMSdehnufigslehre. 

9. Das stetige Werden, in seine Momente zerlegt, er- 
scheint als eiQ stetiges Entstehen mit Festh&ltung des schon 
gewordenen. Bei der Ausdehnungsform ist das jedesmal neu 
entstehende als ein verschiedenes gesetzt; halten wir hierbei 
nun das jedesmal gewordene nicht fest, so gelangen wir zu 
dem Begriffe der stetigen Aenderung. Was diese Aen- 
derung erfährt, nennen wir das erzeugende Element, und das 
erzeugende Element in irgend einem der Zustände, den es 
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bei seiner Aenderung annimmt, ein Element der stetigen 
Forn^. Hiernach ist also die Ansdehntingsfoim die Gesammt- 
lieit aller Elemente, in die das erzeugende Blemeibt bei stetiger 
Aenderung tibergeht. 

Der Begriff der stetigen Aenderung des Elements kann nur bei 
der AufldelinungsgröBse hervortreten; bei der intensiven Ghrösse 
wttrde bei Aufgebung des jedesmal gewordenen nur der stetige 
Ansatz zum Werden als ein vollkommen leeres zurückbleiben. 

In der Saumlehre erscheint als das Element der Punkt, als seine 
stetige Aenderung die Ortsänderung oder Bewegung, als seine ver- 
schiedenen Zustände die verschiedenen Lagen des Punktes im Baume. 

10. Das Verschiedene muss nach einem Gesetze sich 
entwickeln, wenn das Erzeugniss ein bestimmtes sein soll. 
Dies G-esetz muss bei der einfachen Form dasselbe sein für 
alle Momente des Werdens. Die einfache Ausdehnungsform 
ist also die Form, wel^e durch eine nach demselben G-esetze 
erfolgende Aenderung des erzeugenden Elements entsteht; 
die G-esammtheit aller nach demselben Gksetz erzeugbaren 
Elemente nennen wir ein System oder ein G-ebiet. 

Die Verschiedenheit würde , da das von einem Gegebenen ver- 
schiedene unendlich mannigfach sein kann, sich gänzlich ins Unbe- 
stimmte verlaufen, wenn sie nicht einem festen Gesetze unterworfen 
wäre. Dies Gesetz ist liun aber in der reinen Formenlehre nicht 
durch irgend welchen Inhalt bestimmt; sondern durch die rein 
abstrakte Idee des Gesetzmässigen ist der B^riif der Ausdehnung 
tmd durch die desselben Gesetzes f^r alle Momente der Aenderung 
der Begriff der einfachen Ausdehnung bestimmt. Hiemach hat 
nun die einfache Ausdehnung die Beschaffenheit , dass , wenn «m 
ein^n Elemente derselben a durch einen Akt der Aenderung ein 
anderes Element b derselben Ausdehnung hervorgeht, dann aus b 
durch denselben Akt der Aenderung ein drittes Element derselben 
c hervorgeht. 

In der Baumlehre ist die Gleichheit der Sichtung das die ein- 
zelnen Aenderungen umfassende Gesetz, die Strecke in der Baum- 
lehre entspricht also der einfachen Ausdehnung , die unendliche 
gerade Linie dem ganzen System. 
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1 1 . Wendet man zwei verschiedene Gesetze der Aenderong 
an, so bildet die Gesammtheit der yermöge beider Gesetze 
erzengbaren Elemente ein System zweiter Stufe. Die Gesetze 
der Aenderung, durch welche die Elemente dieses Systems 
aus einander hervorgehen können, sind von jenen beiden ersten 
abhängig,' nimmt man noch ein drittes unabhängiges Gesetz 
hinzu, so gelangt man zu einem Systeme dritter Stufe und 
so fort. 

Als Beispiel möge hier wieder die Raumlehre dienen. In der- 
selben werden bei zwei verschiedenen Richtungen aus einem 
Elemente die sämmtlichen Elemente einer Ebene erzeugt , indem 
nämlich das erzeugende Element beliebig viel nach beiden Rich- 
tungen nach einander fortschreitet , und die Gesammtheit der so 
erzeugbaren Punkte (Elemente) in eins zusammengefasst wird. 
Die Ebene ist also das System zweiter Stufe ; in ihr ist eine un- 
endliche Menge von Richtungen enthalten, welche von jenen beiden 
ersten abhängen. Nmunt man eine dritte unabhängige Richtung 
hinzu , so wird vermittelst ihrer der ganze unendliche Raum (als 
System dritter Stufe) erzeugt ; und weiter als bis zu drei unab- 
hängigen Richtungen (Aenderungsgesetzen) kann man hier nicht 
kommen, während sich in der reinen Ausdehnungslehre die Anzahl 
derselben bis ins Unendliche steigern kann. 

12. Die Verschiedenheit der Gesetze erfordert wieder 
zu ihrer genaueren Bestimmung eine Erzeugungsweise, ver- 
möge deren das eine System in das andere übergeht. Dieser 
•Uebergang der verschiedenen Systeme in einander bildet da- 
her eine zweite natürliche Stufe in dem Gebiete der Aus- 
dehnungslehre , und mit ihr ist dfuin das Gebiet der elemen- 
taren Darstellui]^ dieser Wissenscbaft beschlossen. 

Es entspricht dieser TTebergang der Systeme in einander der 
Schwenkungsbewegung in der Raumlehre , und mit dieser hängt 
zusammen die Winkelgrösse , die absolute Länge , der senkrechte 
Stand u. s. w. ; was alles seine Erledigung erst in dem zweiten 
Theile der Ausdehnungslehre finden wird. 
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D. Form der Darstellung. 

18. Das Eigenthümliche der philosophischen Methode ist, 
dass sie in Gegensätzen fortschreitet, und so vom Allgemeinen 
zum Besonderen gelangt; die mathematische Methode hingegen 
schreitet von den einfachsten Begriffen zu den zusammenge- 
setzteren fort, und gewinnt so durch Verknüpfung des Be- 
sonderen neue und allgemeinere Begriffe. 

Während also dort die Uebersicht über das Ganze vorwaltet, 
und die Entwickelung eben in der allmäligen Verzweigung und 
Gliederung des Ganzen besteht , so herrscht hier die Aneinander- 
kettung des Besonderen hervor, und jede in sich geschlossene 
Entwickelungsreihe bildet zusammen wieder nur ein Glied fUr die 
folgende Verkettung, und diese Differenz der Methode liegt in dem 
Begriffe ; denn in der Philosophie ist eben die Einheit der Idee 
das ursprüngliche, die Besonderheit das abgeleitete, in der Mathe- 
matik hingegen die Besonderheit das ursprüngliche, hingegen die 
Idee das letzte , angestrebte ; wodurch die entgegengesetzte Fort- 
schreitung bedingt ist. 

14. Da sowohl die Mathematik als die Philosophie 
Wissenschaften im strengsten Sinne sind, so müss die Methode 
in beiden etwas gemeinschaftliches haben, was sie eben zur 
wissenschaftlichen macht. Nun legen wir einer Behandlungs- 
weise WissenschaftHchkeit bei, wenn der Leser durch sie eines- 
thefls mit Nothwendigkeit zur Anerkennung jeder einzelnen 
Wahrheit geführt wird, andrerseits in den Stand gesetzt wird^ 
auf jedem Punkte der Entwickriimg die Bichtnng des weiteren 
Fortschreitens zu übersehen. 

Die ünerlässlichkeit der ersten Forderung, nämlich der wissen- 
schaftlichen Strenge, wird jeder zugebeh. Was das zweite betrifft^ 
so ist dies noch immer ein Punkt , der von den meisten Mathema- 
tikern nodi nicht gehörig beachtet wird. Es kommen oft Beweise 
vor , bei denen man zuerst , wenn nicht der Satz oben anstände, 
gar nicht wissen könnte , wohin sie führen sollen , und durch die 
man dann , nachdem man eine ganze Zeitlang blind und aufs Ge- 
rathewohl hin jeden Schritt nachgemacht hat, endlich,. ehe man es 
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sich versieht , plötzlich zu der zu erweisendeu Wahrheit gelangt. 
Ein solcher Beweis kann ridleitsfat an Strenge nichts zu wünschen 
Übrig lassen, aber wbsenschafUich ist er nicht; es fehlt ihm das 
zweite Erfordemissi die Uebersichtlichkeit. Wer daher einem 
solchen Beweise nachgeht , gelangt nicht zu einer freien Erkennt- 
niss der Wahifaeit, sondern bleibt, wenn er sich nicht nachher 
jenen Ueberblick selbst schafft, in gänzlicher Abhängigkeit von der 
besonderen Weise , in der die Wahrheit gefunden war ; und dies 
GeftLhl der Unfreiheit , was in solchem Falle wenigstens während 
des Becipirens entsteht , ist fär den , der gewohnt ist , frei und 
selbstständig zu denken , und alles was er aufiiimmt , selbstthätig 
und lebendig sich anzueignen, ein höchst drückendes. Ist hingegen 
der Leser in jedem Punkt der Entwickelung in den Stand gesetzt, 
zu sehen, wohin er geht, so bleibt er Herrscher über den Stoff, er 
ist an die besondere Form der Darstellung nicht mehr gebunden, 
und die Aneignung wird eine wahre Reproduktion. 

15. Auf dem jedesmaligen Punkte der Entwickelung ist 
die Art der Weiterentwickelung wesentlich durch eine leitende 
Idee bestimmt, welche entweder nichts anderes ist, als eine 
vermuthete Analogie mit verwandten und schon bekannten 
Zweigen des Wissens, oder welche, und dies ist der beste 
Fall, eine direkte Ahnung der zunächst zu suchenden Wahr- 
heit ist. 

Die Analogie ist, da sie in verwandte Gebiete hineinspielt, nur 
einNothbehelf; wenn es nicht eben darauf ankommt, die Beziehung 
zu einem verwandten Zweige durchweg hervorzuheben, und so eine 
fortlaufende Analogie mit dieseta Zweige zuziehen*). Die Ahnung 
scheint dem Gebiet der reinen Wissenschaft fremd zu sein und am 
allermeisten dem mathematischen. Allein ohne sie ist es unmög- 
lich, irgend eine neue Wahrheit aufzufinden; durch blinde Kombi- 
nation der gewonnenen Resultate gelangt man nicht dazu; sondern, 
was man zu kombiniren hat und auf welche Weise y muss durch 
die leitende Idee bestimmt sein , und diese Idee wiederum kann. 



*) Dieser Fall tritt bei der hier zu behandelnden Wissenschaft in 
Bezug auf die Geometrie ein, weshalb ich den Weg der Analogie meist 
vorgezogen habe. 
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ehe ne «ich dnnefa die WisMmehaft aelfast viesWirUicfat hat, Bto in 
der Form der AliBOt^ erseh^eii. E« iak daher diese Ainiuii^ auf 
dem witseMohaltlkhea Gtofaiet e*waa unettÜMirlieheB. Bie/ist aäm- 
lieh , wenn sie vom reehier Art lat , das im dna auflanunentoUraen 
der ganaen Entwkkeliuigareihe, die au der neuen Wahrheit Mhrt, 
aber mit noch nioht am einander gelegten Momenten der Ent- 
wiekelttng nnd dahex auch im Anteig nnr ertt'i^ dunkle« Vor- 
gefühl; die Aoseinttnderkgmig jener Momente enthalt angleieh 
die Auffindung der Wakriieit und die Kritik jenes VorgefUhl««: 
■ 16. Daher iit die wiseeiisebaftliehe DarsteUung ifairem 
Wesen nach ein Ineilaaiideigreifen zweier Entwiekelniigsreiken, 
Yon den^i diia ^e mit Konae^neaz von einer Waindieit zur 
andern fährt ^ und den «igentHchen Inhalt bildet^ die andere 
aber das Verfahren selbst beherrscht und die Form beetkoint. 
In der Mathematik treten diese beiden Entwickehmgaveihen 
am schärfsiten aas einander. 

Ea ist in der Ma^eaHuktk sebon lange , und Euklid seihst hat 
darin das Vorbild gegeben, Sitte gewesen, nnr die eine Entwicke- 
Inngsveike , welehfe den eigeiLtiidien Inhalt bildet^ k^rrortustail zu 
lasBMi, in Beaug tüoi die andere aber es deaci Leser zu dbeiilassen, 
sie zwischen den Zdlen heirausaidesen. Allein km v<dlendet auch 
die Anordnung und DfarsteUnng jener Entwidiehnigsreäe seia: mag : 
so ist es doch unmöglich, dadurch deia|enigeB, der die Wisaenaohaft 
erst kennen lernen soll, schon auf jedem Punkte der Entwickelung 
die Uebersicht gegenwärtig zu erhalten, und ihn in Stand zu setzen, 
selbstthtttig und frei weiter fortzuschreiten. Dazu ist vielmehr 
nöthig , dass der Leser möglichst in denjenigen Zustand versetzt 
wird, in welchem der Entdecker der Wahrheit im günstigsten Falle 
sich befinden müsste. In demjenigen aber, der die Wahrheit auf- 
findet, findet ein stetes sich besinnen über den Gang der Entwicke- 
lung statt; es bildet sich in ihm eine eigenthtlmliche Gedankenreihe 
über den Weg, den er einzuschlagen hat, und über die Idee, 
welche dem Ganzen zu Grunde liegt; und diese GMankenreihe 
bildet den eigentlichen Kern und Geist seiner Thtttigkeit, während 
die konsequente Auseinanderlegung der Wahrheiten nur die Ver- 
körperung jener Idee ist. Dem Leser nun zumuthen wollen, dass 
er, ohne zu solchen Gedankenreihen angeleitet zu sein, dennoch auf 

C 
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dem Wege derlBsIdeekuBg Belbatetttadlg fortschreiten sollte, heisst 
um ühtir dtn Entdecker der Wahilieit flslbsttatrilen» wkä somit 
das Veriiäkniss sirisdMn ihm und danYerfiMser tunhdireny wobei 
dann die ganee AbiMsnng des Werkes als ttberfltlssig erscheint. 
Daher hab^n denn aw»h neuere Mathematiker und nasaentlidli die 
Franzosen angefangen I beide Enl^wi^elungnreihen zn verweben. 
Das Amdehende, was dadurdi ihre Werke bekommen haben, be- 
sldit eben dannv dass der Leser mAitm fühlt und meht einge- 
zwängt.ist. in Formen^: denen er^ "w^er sie nicht b^errscht, 
kuechtiBch felgl^ti muss. Dass mm in der Mathematik diese Ent- 
widcelungsseihen ma schäifsten ans einander treten j Uegt in der 
Eigentümlichkeit ihrer Methode (Kr. 18); da sie nXmlich vom 
Besondern aus durch Yerkettui]^ foitscfareitet ^ so ist die Einheit 
der Id^e das ^letzte. Daher tri^ die zweite Entwickelnagsreihe 
einen gahj& entgegengesetzten Charakter an i^chiwie die erste, und 
die Durchdringung beider erscheint • schwieriger , :wie in irgend 
einer «ndesn Wissenschaft. Um dieser Sehwierigkeit willen darf 
. man aber doch nieht, wie es von den deutsehe» Mathematikern 
[ käufig geschieht, das ganze Verlahren aufgeben und verwerfen. 
In dem vorliegenden Werke habe ich daher deii angedeuteten 
W^ eingeschlagen,- und es sehien mir dies bei einer neuen Wissen- 
schaft um eo nothwendig^ , als eben zugleich die Idee derselben 
auerst ans Xiicht treten soll. 
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Uebersicht der aDgemeineD Formenlehre. 



§ 1 . Unter der allgemeinen Formenlehre verstehen wir diejenige 
Reihe von Wahrheiten, welche sich auf alle Zweige der Mathematik 
auf gleiche Weise beziehen , und daher nur die allgemeinen Begriffe 
der Gleichheit und Verschiedenheit, der Verknüpfong und Sondemng 
voraussetzen. Es mttsste daher die allgemeine Formenlehre allen 
speciellen Zweigen der Mathematik vorangehen *) ; da aber jener all- 
gemeine Zweig noch nicht als solcher vorhanden ist, imd wir ihn doch 
nicht, ohne uns in unnütze Weitläufigkeiten zu verwickeln, übergehen 
dürfen , so bleibt uns nichts übrig , als denselben hier so weit zu ent- 
wickeln , wie wir seiner filr unsere Wissenschaft bedürfen. £s ist 
hier zuerst der Begriff der Gleichheit und Verschiedenheit festzustellen. 
Da das Gleiche nothwendig,- auch schon damit nur die Zweiheit heraus- 
tritt , als Verschiedenes, und das Verschiedene auch als Gleiches er- 
scheinen muss , nur in verschiedener Hinsicht **) , so scheint es bei 
oberflächlicher Betrachtung nöthig, verschiedene Beziehungen der 
Gleichheit und Verschiedenheit aufzustellen ; so würde z. B. bei Ver- 
gleichung zweier begränzter Linien die Gleichheit der Sichtung oder 
der Länge, oder der Richtung und Länge, oder der Richtung und Lage 
u. s. w. ausgesagt werden können , und bei andern zu vergleichenden 
Dingen würden wieder andere Beziehungen der Gleichheit hervor- 
treten. Aber schon dass diese Beziehungen andere werden je nach 
der Beschaffenheit der zu vergleichenden Dinge , liefert den Beweis 
dafHr, dass diese Beziehungen nicht dem Begriff der Gleichheit selbst 



*) S. Einl. Nr. 1 8. 
**) Ebendas. Nr. 6. 
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angehören , sondern den Gegenständen , anf welche derselbe BegriiF 
der Gleichheit angewandt wird. In der That von zwei gleich langen 
Strecken z. B. können wir nicht sagen , dass sie an sich gleich sind, 
sondern nur, dass ihre Länge gleich sei , und diese Länge steht dann 
eben auch in: der vollkommenen Beziehung der Gleichheit. Somit 
haben wir dem Begriff der Gleichheit seine Einfachheit gerettet, und 
können denselben dahin bestimmen , dass gleich dasjenige sei , von 
dem man stets dasselbe aussagen kann oder allgemeiner, was in jedem 
ürtheile »ch gegeiseidg substitttitt werden bami*}. Wie hierin zu- 
gleich ausgesagt liegt , dass wenn zwei Formen einer dritten gleich 
sind, sie auch selbst einander gleich sind, und dass das aus dem 
Gleichen auf dieselbe Weise erzeugte wieder gleieh sei, liegt am Tage. 
§ 2. Der zweite Gegensatz, den wir hier in Betracht zu ziehen 
haben, ist der der Verknüpfung und Sonderung. Wenn zwei Grössen 
oder Formen (welchen Namen wir als den allgemeitteren vorziehen^ 
s. Einl. 3) unter sich verknüpft sind, so heissen sie Glieder der 
Yerknttpfdng^ die Form, w^he durch die Verknüpfung beider dar« 
gestylt wird, das Ergebniss der Verknüpfung. SoUen beide 
Glieder unterschieden werden, so nennen wir das eine das Vordeir- 
g 1 i e d , das andere das Hinter glied. Als das allgemeine Zeichen 
der Verknüptoig wählen wir das Zeichen '^ ; sind nun a und b die 
Glieder derselben ^ und zwar a das Vorderglied , b das Hintergliedy 
so bezeichnen wir das Ergebniss der Verknüpfung mit (a^ b) ; indem die 
E^ammer hier ausdrücken soll, dass die Verknüpfung nicht mehr in 
der Trennung ihrer Glieder soll angeschaut werden, sondern als eine. 
Einheit des Begriffs**). Das Ergebniss derVerknttpfiing kann wieder 
mit andern Formen verknüpft werden , und so gelangt man zu einer 



*) Es soll dies keine philosophische Begriffsbestimmung sein, sondern nur 
eine Verständigung über das Wort, damit nicht etwa verschiedenes darunter 
verstanden werde. Die philosophische Begrifßsbestimmaiig würde vielmehr 
den Gegensatit des Gleichen und Versehiedenen in seinem Fliessen und in 
seiner starren AhgrätUEung zu ergreifei^ haben , wozu noch ein nicht unbe- 
trächtlicher Apparat von Begriffsbestimmungen erforderlich sein würde, der 
hier nicht hergehört. 

**) Auf welche Weise nun diese Einheit bewirkt wird, und was dabei jedes- 
mal an der Vorstellung des einzelnen Verknüpften aufgegeben wird , hängt 
von der Natur der jedesmaligen Verknüpfung ab. 
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Verknüpfung mehrerer Glieder , welche aber zunächst immer nur als 
eine Verknüpfung je zweier erscheint. Der Bequemlichkeit wegen 
bedienen wir uns der üblichen abgekürzten Klammerbezeichnung, 
indem Wir nämlich die zusammengehörigen Zeichen einer SJammer 
weglassen, wenn deinen Oeffiiungszeichen [(] entweder am Anfang des 
ganzen Ausdrucks steht, oder nach einem andern Oefihungszeichen 
folgen würde; z. B. statt ((a'-b)'^c) schreiben wir a'^b'^c. 

§ 3. Die besondere Art der Verknüpfung wird nun dadurch 
bestimmt, was bei derselben als Ergebniss festgehalten, d. h. unter 
welchen Umständen und in welcher Ausdehnung das Ergebniss als 
sich gleich bleibend gesetzt wird. Die einzigen Veränderungen, 
welche man , ohne die einzelnen verknüpften Formen selbst zu än- 
dern, vornehmen kann, ist Aenderung der Klammem und ümord- 
nung der Glieder. Nehmen wir zuerst die Verknüpfung so an, 
dass bei drei Gliedern das Setzen der Klammern keinen realen 
Unterschied, d. h. keinen Unterschied des Ergebnisses begründet, 
also dass a^(b^c)=a'^b^c ist, so folgt zunächst, dass man auch 
in jeder mehrgliedrigen Verknüpfung dieser Art ohne ihr Ergeb- 
niss zu ändern, die Klammern weglassen kann. Denn jede Klam- 
mer schliesst vermöge der darüber festgesetzten Bestimmung zu- 
nächst einen zweigliedrigen Ausdruck ein, und dieser Ausdruck 
muss wieder als Glied verbunden sein mit einer andern Form, kurz 
es tritt eine Verbindung von drei Formen hervor, fär welche wir 
voraussetzten, dass man die Klammer weglassen könne, ohne das 
Ergebniss ihrer Verknüpfung zu ändern; also wird auch, da man 
statt jeder Form die ihr gleiche setzen darf, das Gesammtergeb- 
niss durch das Weglassen jener Klammer nicht geändert. Also 

„Wenn eine Verknüpfung von der Art ist, dass bei drei Glie- 
dern die Ellammem weggelassen werden dürfen, so gilt dies 
auch bei beliebig vielen;^ 

oder , da man in zwei Ausdrücken,, welche sich nur durch das 
Setzen der Klammem unterscheiden, stets nach dem so eben er- 
wiesenen Satze die Klammem weglassen darf, so sind beide Aus- 
drfteke, da sie demselben (klammerlosen) Ausdrucke gleich sind, 
auch unter sich gleich , und man hat den vorigen Satz in etwas all- 
gemeinerer Form: 

1* 
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„Wenn eine Verknüpfong von der Art ist, das fUr drei Glie- 
der die Art, wie die Klammem gesetzt werden, keinen realen 
Unterseliied begründet, so gilt dasselbe auch fOr beliebig 
viele Glieder." 

§ 4. Wäre auf der andern Seite für eine Verknüpfung nur 
die Vertauschbarkeit der beiden Glieder festgesetzt , so würde dar- 
aus keine andere Folgerung gezogen werden können. Konmit aber 
diese Bestimmung noch zu der im vorigen § gemachten hinzu , so 
folgt, dass auch bei mehrgliedrigen Ausdrücken die Ordnung der 
Glieder für das Gesammtergebniss gleichgültig ist, indem man 
nämlich leicht zeigen kann , dass sich je zwei aufeinander folgende 
Glieder vertauschen lassen. In der That kann man nach dem zu- 
letzt erwiesenen Satze (§ 3) zwei solche Glieder, deren Vertausch- 
barkeit man nachweisen will , in Klammem einschliessen ohne 
Aenderung des Gesammtergebnisses , femer diese Glieder unter 
sich vertauschen, ohne das Ergebniss der aus ihnen gebildeten 
Verknüpfung zu ändern (wie wir so eben voraussetzten) , also auch 
ohne das Ergebniss der ganzen Verknüpfung zu ändern (da man 
statt jeder Form die ihr gleiche setzen kann) , und endlich können 
nun die Klammem wieder so gesetzt werden, wie sie zu Anfang 
waren. Somit ist die Vertauschbarkeit zweier einander folgender 
Glieder erwiesen. Da man nun aber durch Fortsetzung dieses 
Verfahrens jedes Glied auf jede beliebige Stelle bringen kann , so 
ist die Ordnung der Glieder überhaupt gleichgültig. Also dies Re- 
sultat zusammengefasst mit dem des vorigen Paragraphen : 

„Wenn eine Verknüpfung von der Art ist, dass man, ohne 
Aenderung des Ergebnisses , bei drei Gliedern die Klammem 
beliebig setzen, bei zweien die Ordnung verändern darf: so 
ist auch bei beliebig vielen Gliedern das Setzen der Klammem 
und die Ordnung der Glieder gleichgültig für das Ergebniss." 
Wir werden der Kürze wegen eine solche Verknüpfung , fttr welche 
die angegebenen Bestimmungen gelten, eine einfache nennen. 
Eine noch weiter gehende Bestimmung ist nun für die Art der 
Verknüpfting , wenn man nicht auf die Natur der verknüpften For- 
men zurückgeht , nicht mehr möglich , und wir schreiten daher zur 
Auflösung der gewonnenen Verknüpfung, oder zum analytischen 
Verfahren. 
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§ 5. Das analytische Verfahren besteht dann, dass man zu 
dem Ergebniss der Verknttpfang npd dem einen Gliede derselben 
das andere sucht. Es gehören daher zu einer Verknüpfung zwei 
analytische Verfahrungsarten , je nachdem nämlich deren Vorder- 
glied oder Hinterglied gesucht wird; und beide Verfahrungsarten 
liefern nur dann ein gleiches Ergebniss, wenn die beiden Glieder 
der ursprünglichen Verknüpfung vertauschbar sind. Da auch dies 
analytische Verfahren als Verknüpfung kann aufgefasst werden , so 
unterscheiden wir die ursprüngliche oder synthetische Verknüpfung 
und die auflösende oder analytische Verknüpfung. Im Folgenden 
werden wir nun zunächst die synthetische Verknüpfung in dem 
Sinne des vorigen Paragraphen als eine einfache voraussetzen und 
als Zeichen derselben das Zeichen ^ beibehalten, für die entsprechende 
analytische Verknüpfung , hingegen da hier die beiden Arten der- 
selben zusammenfallen, das umgekehrte Zeichen ^ wählen, und 
zwar so, dass wir das Ergebniss der synthetischen Verknüpfung, 
was bei der analytischen gegeben ist, hier zum Vordergliede machen. 
Sonach bezeichnet hier a^b diejenige Form, welche mit b synthetisch 
verknüpft a giebt, so dass also- allemal a^b^^bc» a ist. Hierin liegt 
sogleich eingeschlossen, dass a^bvc diejenige Form bedeutet, welche 
mit c und dann mit b synthetisch verknüpft a giebt , d. h. also auch 
nach §. 4 diejenige Form , welche mit denselben Werthen in um- 
gekehrter Folge, oder auch mit. b^c synthetisch verknüpft a giebt, 
d.h. 

a^b^c««a^c*'b 

=a-(b'-c); 

und da dieselbe Schlussfolge für beliebig viele Glieder gilt, so folgt, 
dass auch die Ordnung der Glieder y welche analytische Vorzeichen 
haben, gleichgültig ist, und man diese Glieder in eine Klammer 
schliessen darf, wenn man nur die in die Klammer rückenden 
Vorzeichen umkehrt. Hieraus nun folgt weiter, dass 

a ^^ (b *- c) =s a *- b '^ c 

sei. In der That hat man aus der Definition der analytischen Ver- 
knüpfung 

a«(b^c)^a^(b^c)^C'^c; 
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dieser Ausdruck ist wieder yermöge des so eben erwiesenen Ge- 
setzes 

und dies letztere ist endlich vermöge der Definition der analytbchen 
Verknüpfung 

also auch der erste Ausdruck dem letzten gleich. Drücken wir dies 
Resultat in Worten aus, und fassen wir es mit dem vorher gewonnenen 
Resultate zusammen, so erhalten wir den Satz : 

„Wenn die synthetische Verknüpfung eine einfache ist , so ist 
es für das Ergebniss gleichgültig, in welcher Ordnung man 
synthetisch oder analytisch verknüpft; auch darf man nach 
einem synthetischen Zeichen eine Klammer setzen oder weg- 
lassen, wenn dieselbe nur synthetische Glieder enthält, nach 
einem analytischen aber unter allen Umständen die Klammer 
setzen oder weglassen, sobald man nur in diesem Falle die 
Vorzeichen innerhalb der Klanmier umkehrt , d. h. das analy- 
tische Zeichen in ein synthetisches verwandelt und umgekehrt" 
Dies ist das allgemeinste Resultat, zu dem wir bei den an- 
genommenen Voraussetzungen gelangen können. Hingegen geht 
ans denselben nicht hervor, dass man eine Klammer, welche ein 
analytisches Zeichen einschliesst , und ein synthetisches vor sich hat, 
weglassen könne. Vielmehr muss dazu erst eine neue Voraus- 
setzung gemacht werden. 

§ 6. Die neue Voraussetzung, die wir hinzufügen, ist die, 
dass das Ergebniss der analytischen Verknüpfung eindeutig sei, oder 
mit andern Worten, dass, wenn das eine Glied der synthetischen 
Verknüpfung unverändert bleibt , das andere aber sich ändert , dann 
auch jedesmal das Ergebniss sich ändere. Hieraus ergiebt sich zu- 
nächst, dass 

a '^ b^basa 

ist; denn a'^b^b bedeutet die Form, die mit b synthetisch verknüpft 
a'^b giebL Nun ist a eine solche Form und vermöge der Eindeutig- 
keit des Resultats die eilige, also die Geltung der obigen Gleichung 
erwiesen. Hieraus wiederum geht hervor, dass 

* 

a'^(b*^c)s=a«b^c 
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ist. Um nämUeli den xweiten Ausdruck «of den ersten zu bringen, 
kann man in ilim statt b setzen ((b ^ c) «^ c und erhült 

a^b^^csssE'^ ((b -^ c) '^ c) ^ c ; 

dies ist nach §. 4 

a=a'^(b-c)'•c^c, 
und dies wieder nach dem so eben erwiesenen Satze 

= a '^ (b ^ c) , 
also ist auch der erste Ausdruck dem letzten gleich ; da man nun 
diese Schlüsse wiederholen kann, wenn mehrere Glieder in der 
Klammer vorkommen, so hat man den Satz : 

„Wenn die synthetische Verknüpfung eine einfache, und die 
entsprechende analytische eine eindeutige ist, so kann man 
nach einem synthetischen Zeichen die Klammer beliebig setzen 
oder weglassen. Wir nennen dann (wenn jene Eindeutigkeit 
auf allgemeine Weise stattfindet) die synthetische Verknüpfung 
Addition, und die entsprechende analytische Subtraktion. 
Was die Ordnung der Glieder betrifft , so folgt , dass a '^ b ^ c »» 
a ^ c ** b ist ; denn a'^b^ceaBb'^a^c«=b'^(a'^c)=s■a>'C«b; so 
dass wir also auch die Vertauschbarkeit^ zweier Glieder , deren eins 
ein synthetisches, das andere ein analytisches Vorzeichen hat, nach- 
gewiesen haben , sobald die Eindeutigkeit des analytischen Ergeb- 
nisses vorausgesetzt ist. Und nur unter dieser Voraussetzung 
gelten die Sätze dieses Paragraphen, während die des vorigen auch 
dann noch gelten, wenn da« Ergebniss der analytischen Verknüpfung 
vieldeutig ist *) **). 



*) Beispiele einer solchen Vieldeutigkeit lielert nieht bloss , wie sieh 
«pttter eeigen wird , die Aasdehnungslehre in reichlicher Menge , sondern 
auch die Arithmetik bietet sie dar , und es ist daher die festgesetete Unter- 
scheidnng anch für sie wichtig. Nämlich als einfache Verknüpftmgen zeigen 
sich Addition und Multiplikation ; und während die Subtraktion immer ein- 
deatig ist, so ist es die Division nur, so lange die Null nicht als Divisor 
erscheint; deshalb gelten für die Division nur die Sätze des vorigen $ all- 
gemein, während die Sätze dieses § nur mit der Beschränkung gelten, dass 
die Null nicht al« Divisor erscheint Aus der Nichtbeachtung dieses 
ümstandes müssen die ärgsten Widerspräche und Yerwirrangen hervor« 
gehen, wie es auch znm Tkeü geschehen ist. 

**) EinspäterhinangestellterVersneh, die Gesetze fBr däeVerkafipf^g 
mdurdentiger Gri^ssen aufzustellen, hat mich zu der Ueberzengnng geftthrt, 
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§ 7. Durch das aiudjidsche Verfahren gelangt man zur in- 
differenten und zur analytischen Form. l)ie erstere erhält man 
durch die analytische Verknüpfung zweier gleicher Formen, also 
a «^ a stellt die indifferente Form dar , und zwar ist dieselbe unab- 
hängig von dem Werthe a. In der That ist a ^ a «» b ^ b ; denn 
b^b stellt die Form dar, welche mit b synthetisch verkntlpft b 
giebt , eine solche Form ist a^a, da b'^(a^a)asb^a^ass=b ist. 
In dem Umfange nun , in welchem zugleich das Ergebniss der ana- 
lytischen Verknüpfung eindeutig ist , muss daher auch a ^ a gleich 
b^b gesetzt werden. Da somit die indifferente Form unter der 
gemachten Voraussetzung immer nur Einen Werth darstellt , so er- 
giebt sich daraus die Nothwendigkeit , sie durch ein eigenes Zeichen 
zu fixiren. Wir wählen dazu für den Augenblick das Zeichen «> , 
und bezeichnen die Form ( <o ^ a) mit ( ^ a) , und nennen ( ^ a) die 
rein analytische Form, und zwar, wenn die synthetische Verknüpfung 
die Addition war , die negative Form. Dass (a ^ « ) und (a ^ « ) 
gleich a , dass femer ^ ( ^ a) gleich ^ a , und ^ ( ^ a) gleich ^ a ist^ 
ergiebt sich direkt, indem man nur die so eben dargestellten voll- 
ständigen Ausdrücke diesen Formen zu substituiren hat, um so- 
gleich die Richtigkeit dieser Gleichungen zu übersehen^). Die 
analytische Form zur Addition nannten wir ins Besondere die nega- 



dass man überall die mehrdeutigen Grössen zuerst in eindeutige verwandeln 
muss , ehe man überhaupt auf sie irgend ein Verknüpfungsgesetz anwenden 
luinn. Ich habe dieser Ueberzeugnng in meiner Ausdehnungslehre von 
1862 in der Anmerkung zu No. 348. und zuNo. 477 Ausdruck verliehen, und 
BUgleich an ersterer Stelle gezeigt , wie man die mehrdeutigen Grössen in 
eindeutige verwandeln kann. Auch meiner Arithmetik (Stettin 1860. 
Druck und Verlag von R. Grassmann) Uegt diese Ueberzeugung zu Grunde. 
(1877.) 

*) Es ist ein vergebliches unternehmen, wenn man z.B. bei der Addition 
und Subtraktion in der Arithmetik , nachdem man die hierher gehörenden 
Gesetze für positive Zahlen nachgewiesen hat , sie hinterher noch besonders 
für negative Zahlen beweisen will. Indem man nämlich die negative Zahl 
als solche definirt, die zu a addirt Null giebt, so meint man hier mit dem 
Addiren (indem der Begriff desselben zunächst nur für positive Zahlen auf* 
gestellt ist) entweder dieselbe Verknüpfungsweise , für welche die Grund- 
gesetze, die den allgemeinen Begriff der Addition bestimmen, gelten, oder 
eine andere. Im ersteren Falle ist der Nachweis unnöthig , da die weiteren 
Gesetze dann für die negativen Zahlen schon mit bewiesen sind; im letzteren 
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tive Form, und die indifferente in Bezng auf die Addition und 
Subtraktion nennen vir Null. 

§ 8. Wir haben bisher den Begriff der Addition rein formell 
gefasst, indem wir ihn dnrcb das Gelten gewisser Yerknüpfungs- 
geset^e bestimmten. Dieser formelle Begriff bleibt aach immer der 
einzige allgemeine. Do<^h ist dies nicht die Art , wie wir in den 
einzelnen Zweigen der Mathematik zu diesem Begriffe gelangen. 
Vielmehr ergiebt sich in ihnen aus der Erzeugung der Grössen 
selbst eine eigenthtlmliehe Y erknttp^ngsweise , welcHe sieb denn 
dadurch , dass jene formellen Gesetze auf sie anwendbar sind , als 
Addition in dem eben angegebenen allgemeinen Sinne darstellt. Be- 
trachten wir nämlich zwei Grössen (Formen) , welche durch Fort- 
setzung derselben Erzeugungsweise hervorgehen, und welche wir 
,,in gleichem Sinne erzeugt^ nennen, so ist klar, wie man beide 
so an einander reihen kann , dass beide Ein Ganzes ausmachen , in- 
dem ihr beiderseitiger Inhalt , d. h. die Theile , welche beide ent- 
halten, in eins zusammengedacht werden, und dies Ganze dann 
mit jenen beiden Grössen gleichfalls in gleichem Sinne erzeugt 
. gedacht wird. Nun ist leicht zu zeigen , dass diese Verknüpfung 
eine Addition ist, d. h. dass sie eine einfache, und ihre Analyse 
eine eindeutige ist. Zuerst kann ich beliebig zusammenfassen und 
beliebig vertauschen, weil die Theile, welche zusammengedacht 
werden, dabei dieselben bleiben, und ihre Folge nichts ändern 
kann , da sie alle gleich sind (als durch gleiche Erzeugungen ent- 
standen) ; aber es ist auch ihre Analyse eindeutig ; denn wäre dies 
nicht der Fall , so mtlsste bei der synthetischen Verknüpfung , wäh- 
rend das eine Glied und das Ergebniss dasselbe bliebe, das andere 
Glied verschiedene Werthe annehmen können ; von diesen Werthen 
müsste dann der eine grösser sein als der andere; also mttssten 
dann zu dem letzteren noch Theile hinzukommen ; aber dann würden 
auch zu dem Ergebnisse dieselben Theile hinzukommen, das Er- 
gebniss also ein anderes werden, wider die Voraussetzung. Also 
da auch die entsprechende analytische Verknüpfung eindeutig ist. 



Falle ist er unmöglich , wenn der Begriff der Addition solcher Zahlen nicht 
etwa noch anderweitig bestimmt werden sollte. Eben so verhält es sich mit 
den Brüchen im Gegensätze gegen die ganzen Zahlen. 



.' ■*«*. 
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80 ist die synthetische Verknttpfaiig als Addition aufzufittsen, die 
entsprechende analytische als Subtraktion , und es geken denuuuä 
fllr diese Verknüpfungen alle in §§3 — 7 aufgestellten Gesetze. 
£0 ergab sich dort, dass die Gresetze dieser Verioilipfiingen auch 
dann imverändert bestehen bleiben, wenn die Glieder iiegatir 
werden. Vergleichen wir die negativen tärössen mit den positiv^ea, 
wo können wir sagen, sie seien im entgegengesetzten Biaae er^ 
zeugt; nnd sowohl die in gleichem als die in entgegengesetztem 
fiinne erzeugten Grössen können wir unter dem Namen gleich- 
artiger Grössen zusammenfassen, und also ist auf diese Weise der 
reale Begriff der Addition und Subtraktion fUr gleichartige Grösswa 
Überhaupt bestimmt. 

§ 9. Wir haben bisher nur Eine synthetische Verknüpfung«- 
art fär sich und in ihrem Verhältnisse sur entspcecheaden analy- 
tischen betrachtet. Es kommt jetzt darauf an, die Bezieliimg zweier 
verschiedener synthetischer Verknüpfungsarten darzulegen. Zu dem 
Ende muss die eme durch die andere ihrem Begriffe nach bestimmt 
sein. Diese Begriffisbestimmung hängt von der Art ab, wie ein Aus- 
druck, welcher beide Verknüpfungsweisen enthält, ohne Aendemag 
des Gesammtergebnisses umgestaltet werden kann. Die ein£Aohate 
Art, wie in einem Ausdrucke beide Verknüpfungen vorkomme 
können, ist die, dass das Ergebniss der eiaen Verknüpfung der 
■weiten unterwcMrfen wird, also wenn '^ und ^ die Zeichen der beiden 
Verknüpfungen sind, so hängt das Verhältniss beider von den Um- 
gestaltungen ab , welche mit dem Ausdruck (a '^ b) ^ c vorgenommen 
werden dürfen. Wenn sieh die zweite Verknüpfung auf beide 
Glieder der ersten gleichmässig beziehen soll, so bietet sich als 
die einfachste Umgestaltung die dar, dass man jedes Glied der 
ersten Verknüpfung der zweiten unterwerfen , und dann diese ein- 
zelnen Ergebnisse als Glieder der ersten Verknüpfnngsweise setzen 
könne. Wenn diese Umgestaltung ohne Aenderung des Gesammt- 
ergebnisses vorgenommen werden kann, d. h. also {a^h)^c^9 
(a Ä c) '^ (b Ä c) ist , so nennen wir die zweite Verknüpfung die jener 
ersten entsprechende Verknüpfung nächst höherer Stufe. Sind ins- 
besondere bei dieser zweiten Verknüpfung beide Glieder auf gleiche 
Weise abhängig von der ersten, so claas also jene Bestimmung 
sowohl für das Hinterglied der neuen Verbindung gilti wie für 
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deren VordfrgUed, lu^ ist ferner die ^steve VerkiiUpfimg eine 
eia&Ab^, und ihre eBti|)r«e}i9nde anal7tiac}iQ ^ine eindeutige, so 
nennen wir die le^tere Hj^ltiplikation , wlfturenid wir für die erstere 
schon oben den Namen der Addition festgeselt^t hatten. ^ ist 
dies tIberJbAapt ^ie Art, wie ypn vorT^e herein, d.^ h. w^pn noch 
keine Verknüpfangsart gegeben ist, eine solche nebst der sich daran 
Maehlie^ssenden höhere I^e^immt irjorden kann. Daher betrachten 
wir auch die Addition als die Verknüpfung erster Stufe , die Multi- 
plikutio^ .^Iso ^1^ 4ie Yerknüpfiing zweiter Stufe*}. Wir wälzen von 
nun an statt der allgenieinen Yerknüpfungszei^hen die bestimmten 
für diese Yerknüpfdngsarten üblichen , und zwar wählen w}x ftlr die 
Multiplikation ii^ß blosse Aneinanderacbrei^en. 

§ 10. Die Beziehung der Multiplikation zp: A4d4tion jbaben 
wir dahin bestimmt, dass 

(a-j-b) c «= ac-j-bc 

c (a -j- b) = ca f-|- c^ 
J9t ; und dadyrch war uns der Begriff der Multiplikation festgestellt. 

Durch wiederholte Auw^^ugg dieses Orundgeset^es gel^^gt mm 
^Qglwik au dem allgemeinerQp Satze, daeus n^an, wenn beide Faktoreii 
jierstüek^ sind , jede^ Stü(ik des eine» mit je^en^ ^tüek des and^pi 
multipliciren und die Produkte i^ddlren kann. Hieraus ergiebt si^ 
^ die Beziehung der MuUiplikiUipn zur Subtraktion ein ent- 
iSiprechendes Gesetz, nämlich zunächst, dass 

(a — b) c «5= ac -.- bc 
i9t. Nämlich setzt miin , um den zweiten Ausdruck auf den er9teii 
zurückzuführen, in demsialben ^tatt 9, dfis ihm Gleiche (a — b)'-f*b) 
so hat man 

ac — bc = ((a — b) -|-b) c — bc ; 
der zweite Ausdruck ist nach dem so eben angestellten Gesetze 

=s(a — b)c-|-'>c — bc, 
und dieser Ausdruck nach §. 6 ' 

»s^(a— 'b)c, 



*) Als dritte Stufe würde sich nach demselben Prinzip das Potenziren 
darstellen , was wir hier aber der Kürze wegen übergehen. Dass übrigens 
die Begriffsbestimmung für dia^e Verknüpfungen hier nur eine formelle sein, 
und erst in den einzelnen Wissenschaften durc^ Realdefti^tiop^ii yerk^ff^rt 
werden kiHin, liegt in der Natur der Sache. 
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also der erste Ausdruck dem letzten gleich. Auf gleiche Weise 
folgt , wenn der zweite Faktor eine Differenz ist , das entsprechende 
Gesetz. Durch wiederholte Anwendung dieser Gesetze gelangt man 
zu dem allgemeineren Satze : 

„Wenn dje Faktoren eines Produktes durch Addition und Sub- 
traktion gegliedert sind , so kann man ohne Aenderung des Ge- 
sammtergebnisses , jedes Glied des einen mit jedem GUede des 
andern multipliciren , und die so erhaltenen Produkte durch 
vorgesetzte Additions- und Subtraktionszeichen verkntlpfen , je 
nachdem die Vorzeichen ihrer Faktoren gleich oder ungleich 
waren." 

§ 11. Für die Division gilt ganz allgemein, mag nun ihr 
Besultat eindeutig oder vieldeutig^) sein, das Gesetz der Zer- 
stückung des Dividend , nämlich 

a + b a — b ,, 
" c c + c' . 

wobei wir aber noch zu merken haben , dass , da fthr die Multipli- 
kation im Allgemeinen nicht Yertauschbarkeit der Faktoren an- 
genommen wurde, auch im Allgemeinen zwei Arten der Division 
unterschieden werden müssen, je nachdem nUmlich das Vorder- 
glied oder das Hinterglied der multiplikativen Verknüpfung gesucht 
wird. Da indessen beide Faktoren eine gleiche Beziehung zur 
Addition und Subtraktion haben, so wird dies auch von beiden 
Arten der Division gelten; und wenn das obige Gesetz für eine 
Art erwiesen ist , so wird es aus denselben Gründen auch für die 
andere erwiesen sein. Wir wollen annehmen , es sei das Vorder- 
glied gesucht ; also wenn z. B. 

— «=x ist**), so sei ^tc^sa. 
.c ' 

Es bedeutet — - — hiemach diejenige Form , die als Vorderglied mit 

.c 

c multiplicirt a-f-b giebt. Ich kann zuerst jede Form in zwei 
Stücke sondern, deren eins willkührlich angenommen werden kann. 



*) Vergleiche die Anmerkung zu 8. 7 und die Ausdehnungslehre von 
1862 No. 377 bis 391. (1877.) 

**) Wo der Punkt im Divisor die Stelle des gesuchten Faktors bezeichnet. 
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Es sei daher die gesuchte mit — - — gleichgesetzte Form =s [-x. 

•C »c 

Diese nun alsYorderglied Hiit c multiplicirt, giebt nach dem vorigen § 
a -|~ xc ; sie soll aber bei dieser Multiplikation a -f- b geben, folglich ist 

a-f-xc = a-f-b, d. h. xc=»b, x = — 

•C 

also die gesuchte Form , da sie gleich [- x gesetzt war , gleich 

•C 

a b 

1 . Auf dieselbe Weise ergiebt sich das Gesetz für die Dif- 

.c ' .c 

ferenz. 

§ 12. Die in den vorigen Paragraphen dargestellten Gesetze 
drucken die allgemeine Beziehung der Multiplikation und Division 
zur Addition und Subtraktion aus. Hingegen die Gesetze der Mul- 
tiplikation an sich , wie sie die Arithmetik aufstellt , und welche die 
y ertauschbarkeit und Vereinbarkeit der Faktoren aussagen , gehen 
nicht aus dieser allgemeinen Beziehung hervor, und sind daher 
auch nicht durch den allgemeinen Begriff der Multiplikation be- 
stinimt. Vielmehr werden wir in unserer Wissenschaft Arten der 
Multiplikation kennen lernen , bei denen wenigstens die Vertausch- 
barkeit der Faktoren nicht stattfindet, bei denen aber dennoch 
alle bisher aufgestellten Sätze ihre volle Anwendung haben. Auch 
den allgemeinen Begriff dieser Multiplikation haben wir somit for- 
mell bestimmt ; diesem formellen Begriffe muss, wenn die Natur der 
zu verknüpfenden Grössen gegeben ist, ein realer Begriff ent- 
sprechen, welcher die Erzeugungsweise des Produktes vermittelst 
der Faktoren aussagt. Die Beziehung zur realen Addition liefert 
uns eine allgemeine Bestimmung dieser Erzeugungsweise; wird 
nttmlich einer der Faktoren als Summe seiner Theile (nach §. 8) 
aufgefasst, so muss man nach dem allgemeinen Beziehungsgesetz, 
statt die Summe der Produkt-bildenden Erzeugungsweise zu unter- 
werfen , die Theile derselben unterwerfen können , und die so ge- 
bildeten Produkte addiren , d. h. da diese Produkte wieder als in 
gleichem Sinne erzeugt sich darstellen, sie als Theile zu einem 
Ganzen verknüpfen können; d. h. die multiplikative Erzeugungs- 
weise muss von der Art sein, dass die Theile der Faktoren auf 
gleiche Weise in sie eingehen, so nämlich, dass wenn ein Theil 
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des einen mit einem Theil des andern multiplikativ verknüpft irgend 
eine Grösse erzeugt , dann bei der multiplikativen Verknüpfung der 
Ganzen , auch jeder Theil des ersten mit jed^n Theil des ändern 
eine solche Grösse und zwar dieselbe Grösse* ei^zetlgt, wenn diese 
Theile den zueilst angenommenen gleich sind. Und es leuchtet 
sogleich ein, dass wenn die Erzeugungsweise die angegebene Be- 
schaffenheit hat, auch die ihr entsprechende Verkn&pfungsweise 
zur Addition des Gleichartigen die multiplikativ.e Beziehung hat, 
und für sie somit alle Gesetze dieser Beziehung gelten. Wir 
nennen daher eine solche «Verknüp^ngsweise auch schon dann, 
wenn nur erst ihre multiplikative Beziehung zur Addition des Gleich- 
artigen nachgewiesen, oder mit andern Worten, das gleiche* Ein- 
gehen aller Theile der Verknüpftmgsglieder in die Verknüpfung iii 
dem ohen angegebenen Sinne festgestellt ist, eine Multiplikation. 
Die bisher dargestellten allgemeinen Verknüpftmgsgesetze genügt 
im Wesentlichen för die Darstellung unserer Wissenschaft und wir 
gehen daher zu dieser über. 



Erster Abschnitt. 



Die Ausdehnungsgrösse. 



Erstes Kapitel. 

Addition und Subtraktion der einfachen Ausdelinungen 

erster Stufe oder der Strecken. 

§ 13. Der rein wissenschaftliche Weg , die Ausdehnungslehre 
zu behaindeln y würde der sein , dass wir nach der Art , wie es in 
der Einleitung versucht ist, von den Begriffen aus, welche dieser 
Wissenschalt zu Grunde liegen , alles einzelne entwi<^lten. Allein 
um den Leser nicht durch fortgesetzte Abstraktionen zu ermüden, 
und um ihn zugleich dadurch, dass wir an Bekanntes anknüpfen, 
in den Stand zu setfeen, sich mit grösserer Freiheit und Selbstiln- 
digkeit zu bewegen, knüpfe ich überall bei der Ableitung nerser 
Begriffe an die Geometrie an, deren Basis unsere Wissenschaft 
bildet Indem ich aber bei der Ableitung der Wahrheiten , welche 
deb Inhalt dieser Wissensehaft bilden, jedesmal den abstrakten 
Begriff zu Grunde lege , ohne midt dabei je auf irgend eine in der 
Geometrie bewiesene Wahrheit zu stützen , so* erhalte ich dennoch 
die Wissenschaft ihrem Inhalte nach gänzlich rein und una bhäng ig 
von der Geometrie*). Um die Ausdehnui^sgrösse zu gewinnen, 



*) In der Binleitang (Nr. 16) habe ich gezeigt, wie bei der Barstelinng 
einer jeden Wissenschaft und insbesondere der mathematischeii , zwei Ent- 
wiekelnngpireihen in einander greifen , von denen die eine den 8teff liefert, 
d. h. die ganze Reihe der Wahrheiten , welche den eigentlichen Inhalt der 
Wissenschaft bildet, während die andere dem Leser die Herrschaft über den 
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knüpfe ich daher an die Erzeugung der Linie an. Hier ist es ein 
erzeugender Punkt, welcher verschiedene Lagen in stetiger Folge 
annimmt ; und die G^esammtheit der Punkte , in welche der erzeu- 
gende Punkt bei dieser Veränderung tibergeht, bildet die Linie. 
Die Punkte einer Linie erscheinen somit wesentlich als Terschie- 
dene, und werden auch als solche bezeichnet (mit verschiedenen 
Buchstaben); wie aber dem Verschiedenen immer zugleich das 
Gleiche (obwohl in einem untergeordneten Sinne) anhaftet, so er- 
scheinen auch hier die verschiedenen Funkte iils verschiedene Lagen 
eines und desselben erzeugenden Punktes. Auf gleiche Weise nun 
gelangen wir in unserer Wissenschaft zu der Ausdehnung, wenn wir 
nur statt der dort eintretenden räumlichen Beziehungen hier die ent- 
sprechenden begrifflichen setzen. Zuerst statt des Punktes, d. h. 
des besonderen Ortes, setzen wir hier das Element, worunter wir das 
Besondere schlechthin, aufgefasst als verschiedenes von anderem 
Besonderen verstehen; und zwar legen wir dem Elemente in der 
abstrakten Wissenschaft gar keinen andern Inhalt bei ; es kann da- 
her hier gar nicht davon die Bede sein , was für ein Besonderes dies 
denn eigentlich sei — denn es ist eben das Besondere schlechthin, 
ohne allen realen Inhalt — , oder in welcher Beziehung das eine von 
dem andern verschieden sei — denn es ist eben schlechtweg als Ver- 
schiedenes bestimmt , ohne - dass irgend ein realer Inhalt , in Bezug 
auf welchen es verschieden sei , gesetzt wäre. Dieser Begriff des 
Elements ist unserer Wissenschaft gemeinschaftlich mit der Kombi- 
nationslehre , und daher auch die Bezeichnung der Elemente (durch 
verschiedene Buchstaben) beiden gemeinschaftlich*). Die verschie- 
denen Elemente können nun zugleich als verschiedene Zustände 
desselben erzeugenden Elementes aufgefasst werden , und diese ab- 
strakte Verschiedenheit der Zustände ist es, welche der Ortsverschie- 
denheit entspricht. Den üebergang des erzeugenden Elementes aus 



Stoff geben soll. Jene erste Entwickelnngsreihe nun ist es, welche ich 
gänzlich unabhängig von der Geometrie erhalten habe, während ich mir 
bei der letzten meinem Zwecke gemäss die grösste Freiheit gestattet habe. 

*) Die Differenz liegt nur in der Art , wie in beiden Wissenschaften 
ans dem Elemente die Formen gewonnen werden, in der Kombinations- 
lehre nämlich durch blosses Verknüpfen also diskret, hier aber durch 
stetiges Erzeugen. 
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daem Eiwt Ande in ehien andern nenftea wir eine Aendernngdeeselbeii; 
und diese abstrakte Aenderung des erzeugenden Elementes entspricht 
abo der Ortsüadernng oder Bewegung des Punktes in derGeometaie. 
Wie nun in der Geomettie durdi die Fortbewegung eines Punktes 
Bunäehs^ eine Linie «xtsteht, und erst, indem man das gewonnene 
Gebilde anfe neue der Bewegung unterwirft, rftumliehe GeUlde 
höherer ötofen entstehen können , so entsteht auch in unsrer Wissen- 
schaft durch stet^^ Aendenmg ^es erzeugenden Elementes zu- 
nächst das Ausdehnungsgebilde erster Stufe. Die Resultate der 
bisherigen E^twickelung smsammenfassend , können wir die Defini- 
ti(ni aufstellen: 

^Unter einem A«sdehntmgsgebilde erster Stufb verstehen wir 

die Gesammtheit der Elemente, in die ein erzeugendes Element 

bei stetiger A^ndexwig übergeht.^ 
und insbesondere nennen wir das erzeugende Element In seinem 
ersten Zustande das An^Euigselement , in seiasem letzten das Endele- 
ment. Aus Lesern Begriffe ergiebt sich sc^eich, dass zu jedem 
Ausdehnungsbilde ein entgegengesetztes gehört, w^hes diesel- 
ben Elemente enthält, aber in umgekehrter Eatstehungsweise , so 
dass also namentlich das Aa^ngselement des ehien das Endelement 
des andern wird. Oder , bestimmter ausgedrüdkt , wenn durch eine» 
Aendenmg aus a b wird, so ist die evtgega^igesetzte die, durch' 
welche aus b a wird, und das einem Ansdehnungsgebilde ent- 
gegengesetzte ist dasjenige, welches durch die entgegengesetzten 
Aenderungen in umgekehrter Folge hervorgeht, worhi zugleich liegt, 
dass das Entgegengesetztsein ein wechselseitiges ist. 

§ 14. Das AusdehnungE^obilde wird nur dann als ein ein- 
faches erscheinen, wenn die .Aenderungen, die das erzeugende 
Element erleidet, stets einander gleich gesetzt worden; so dass 
also, wenn durch eine Aenderung ans einem Element a ein an- 
deres b hervorgeht, welche beide jenem einfachen Ausdehnungs- 
gebilde angehören , dann durdb eine gleiche Aenderung aus b ein 
Element desselben Ausdehnungsgebildes c erzeugt wird, und zwar 
wird diese Gleichheit auch dann noch stattfinden müssen, wenn a 
und b als stetig aneinandergränzende Elemente aufgefasst. werden, 
da diese Gleichheit durchweg bei der stetigen Erzeugung stattfinden 
soll. Wir können eine solche Aenderung, durch die aus einem Ele- 
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raeot einer stetigen Form ein näebst aagränaendes enengt wii 
eine Gnindänderimg nennen, und werden d«nn .sagen: ,,da8 ein- 
fache Ansdehnungsgebilde sei ein 8ol(die8, das doreh stetige 
FortsetEung derselben Gnmdändenmg hervorgeht.^ In demselben 
Sinne nun, in welchem die Aendemngen einander gleich gesetst 
werden, werden wir auch die dadnreh erzeugten Gebflde gkieh 
setzen können , und in diesem Sinne, dass nämlidt das di»eh gleiche 
Aendemngen auf dieselbe Weise erzeugte selbst gleioh gesetzt werde, 
nennen wir das einfache Ausdehnungsgebilde erster Stufe eine Ans* 
dehnungsgrösse oder Ausdehnung erster Stufe oder emt 
Strecke*). Es wird also das einfache Ausdehnungsgebilde zur 
AusdehnungsgrOsse, wenn wir von den Elementen, die das erste ent- 
hält, absehen, und nur die Art der Erzeugung fesüialten; und 
während zwei Ausdehnungsgebilde nur damt einander gleich gesetzt 
werden können, wenn sie dieselben Elemente enthalten,, so zwei 
Ausdehnungsgrössen schon dann, w«ui sie, aneh <dme dieselben iädr 
mente zu enthalten, auf gleiche Weise (d. h. durch diesdben Aende- 
rungen) erzeugt sind. Die Gesammtheit endlieh aller Strecken, 
welche durch Fortsetzung derselben und der entgegengesetzten 
Grundänderung erzeugbar sind, nennen wir ein System^ (oder 
ein Gebiet) erster Stufe. Die demselben System erster Stufe 
' angehörigen Strecken werden also alle durch Fortsetzung entweder 
derselben Grundänderung oder entgegengesetzter Gnmdändeningen 
erzeugt. 

Ehe wir zur Verknüpfung der Strecken übergehen, wollen wir 
die im yorigen § aufgestellten Begriffe durch Anwendung auf die Geo- 
metrie veranschaulichen. Die Gleichheit der Aenderungsweise wird 
hier durch Gleichheit der Richtung vertreten; als System erster Stufe 
stellt sich daher hier die unendliche gerade Linie dar , als anfache 
Ausdehnung erster Stufe die begränzte gerade Linie. Was dort gleich- 
artig genannt wurde , erscheint hier als parallel , und der Parallelis- 
mus bietet gleiehfaUs sdne zwei Seiten dar, als Parallelismus in dem- 



*) Die abstrakte Bedeutung dieser ursprünglich konkreten Benennung 
bedarf wohl keiner Rechtfertigung, da die Kamen des Abstrakten ursprüng- 
lich alle konkrete Bedentang haben. 

**) Ich siehe jetzt den Ausdruck „C^biet^ dem Ausdruck „System^, 
welcher vielfach in anderem Sinne gebräuchlich ist, vor. (1877.) 
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selben und in entgegei^setstem Sinne*). Den Namen der Streeke 
können wir in enti^rechendem Sinne fUr die Geometrie festludten, 
und also nnter gleichen Streeken kier solche begrXnsste Linien ver^ 
stehen, welche gleiche Richtung und Lftnge halne^. 

§ 15. Wenn die stetige Erseugong derStrecke mitteninihrem 
Gange unterbrochen gedacht wird , um dann hernach wieder fort|^ 
setzt 2U werden, so erscheint die ganze Strecke als Yerknüpftmg 
zw^er Strecken, welche sich stetig aneinanderschliessen , und von 
denen die eine als Fortsetzung der andern erscheint. Die beiden 
Strecken, welche die Glieder dieser Yerknflpfung bilden, sind in dem- 
selben Sinne erzeugt (§ 6) , und das Ergebniss der VerknflpAmg ist 
die Strecke vom Anfangselemente der eisten aum Endelemente der 
letzten, wenn beide stetig «i einander gelegt, d. h. so dargestellt sind, 
dass das Endelement der ersten zugleich das Anfangselement ftlr die 
zweite ist. Bezeichnen wir vorläufig die Strecke vom Anfangsele- 
m^it a (vergl. Fig. 2) zum Endelement ft mit [aß] , und sind [afi\ 
und [ßy] in demselben Sinne erzeugt , so ist also [a/] das Ergelmiss 
der oben angezeigten Verkntlpfnng , wenn [iufl\ und [ßy] die Glieder 
sind**). Wir haben .schon oben (§ 8) nachgewiesen, dass diese Yer«- 
knttp tog , da sie die Vereinigung der in gleichen GUnne erzeugten 
Grössen darstellt , als Addition , ihre entsprechende analytische als 



*) Diese Unterscheidang ist für die Geometrie so wichtig, dass es 
nicht wenig zur Vereinfachung der geometrischen Sätze and Beweise bei- 
tragen würde , wenn man diesen Unterschied durch einfache Benennungen 
fixirte , wozu ich etwa die Ausdrücke „gleichläufig^ und „gegenläufig^ vor- 
schlagen möchte. 

**) Diese Bezeichnung der Strecke ist nur eiae vorläufige, die wahre 
Bezeichnung derselben durch ihre Gränzelemente kann erst verstanden wer- 
den, wenn wir die Verknüpfung der Elemente werden kennen gelernt haben 
(siehe den zweiten Abschnitt § 99). 

Die Bezeichnung [aß] ist in der Ausdehnungslehre von 1862 für das 
Produkt der beiden Elemente a und ß gewählt, welches, wenn a und ß 
Punkte sind, den Linientheil zwischen a und fl darstrih, wovon sich die 
Strecke dadurch unterscheidet , dass in dieser nur Länge und Richtung , in 
jenem aber zugleich die Lage der unendlichen geraden Linie festgehalten 
wird , welcher der Linientheil angehört. Es ist also hier um so mehr daran 
festzuhalten , dass die Bezeichnung der Strecke durch [aß] nur ein vorläu- 
figer Nothbehelf ist, die sachgemässe Bezeichnung ß-a konnte nach dem 
Prinzip der Darstellung erst in § 99 gegeben werden. (1877.) 

2* 
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Subtraktion anfgefksst urerden mttsse , und daher alle Gesetae dieser 
YerimÜpfungsarten für sie gleiten« Wir haben hior nur noch die eigen- 
thümliche Bedeutung nachzuweisen , welche die negative Grttese auf 
unserm Gebiete gewinnt. Nämlich um zuerst die Bedeutung der Sub* 
traktion uns anschaulicher zu machen , so können wir daraus , dass 
[aß] -f- [fiy] wa [ay] ist , sobald [aß] und [ßy] in gleichem Sinne er- 
zeugt sind , den Schluss ziehen , dass eben so allgemein [aß] xs [ay] 
— [ßy] ^^ ("^^i*?!- ^^* 2) » ^* b. also , wenn wir uns der in der Sub- 
traktion üblichen Benennungen bedienen , „der Rest ist , wenn man 
Minuend und Subtrahend mit ihren Endelementen aufeinander legt, 
die Strecke vom Anfangselement des Minuend zu dem des Subtrahend." 
Setzt man in der letzten Formel a und ß identiseh , so erhält man 

{««] «* [«y] -— [^y] 

d. h. gleich Null. Femer ist vermöge des Begriffs des Negativen*) 

( - M) - - [aß] =. [ßß] - [aß] - [ßa] 
d. h. die Strecke [ßa], welche einer andern [aß] ihrem Begriff nach 
(§13) en^^gengesetzt ist, erscheint auch in ihrer Beziehung zur 
Addition und Subtraktion als die entgegengesetzte Grösse zu jener. 
Da nun endlich a -[- ( — b) «» a — b ist , so hat man , wenn ay imd 
yß im entgegengesetzt^! Sinne erzeugt sind 

[«/] + [Yß] -= [«/] + (- m) -= [*y] - [ßr] - [«/»] 

d. h. auch wenn die beiden Strecken im entgegengesetzten Sinne 
erzeugt sind , ist ihre Summe die Strecke vom Anfangselement der 
ersten zum Endelement der zweiten an sie stetig angelegten. Und 
wir können also, dies Resultat mit dem obigen zusammenfassend, 
jsagen: 

,, Wenn man zwei gleichartige Strecken stetig, d. h. so verknüpft, 

dass das Endelement der ersten Anfangselement der zweiten 

wird , so ist die Strecke vom Anfangselement der ersten zum 

Endelement der letzten die Summe beider;" 

tmd indem sie so als Summe bezeichnet ist, so soll darin ausgedrückt 

liegen, dass alle Gesetze der Addition und Subtraktion für diese Yer- 

knüpfungsweise gelten. Noch will ich hieran eine Folgerung schli^ssen, 

die für die Weiterentwickelung fruchtreich ist , nämlich dass , wenn 

die Gränzelemente einer Strecke in demselben System sich beide um 



*) Vergleiche hier überall § 7. 
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eine gleiche Strecke ftndeni) dann die zwischen den neuen Gränzele- 
menten liegende Strecke der ersl^ren gleich ist. In der Thai, es sei 
[aß] die ursprüngliche Strecke (vergl. Fig. 3) und [ad] «ob [fijf] , so 
ist zu zeigen, dass, wenn alle genannten Elemente demselben System 
angehören , [d/f] «*» [aß] sei. Es ist aber [aß] «» [da] -f. [aß] -f- 
[ßß^]f nach der Definition der Summe, und da [aa]«:« — [ced]»« — 
[ß'ß^] ist, so hebt sich [da] und [ßß^ bei der Addilion, und es ist 
wirklich [«/?]«. [«i^]. 

§ 16, Nehme ich nun, um zu den Verknüpfungen rerschieden- 
artiger Strecken zu gelangen, zunächst zwei verschiedenartige ömnd* 
änderungen an, und lasse ein Element die erste Grundändemng (oder 
deren entgegengesetzte) beliebig fortsetzen und dann das so geänderte 
Element > in der zweiten Aenderungsweise gleidifalls beliebig fort- 
schreiten , so werde ich dadurch aus einem Element eine unendliche 
Menge neuer Elemente erzeugen können , und die Gesammtheit der 
so erzeugbaren Elemente nenne ich ein System zweiter Stufe* 
Nehme ich dann femer eine dritte Grundänderung an , welche von 
jenem Anfangselemente aus nicht wieder zu einem Elemente dieses 
Systems zweiter Stufe führt, und welche ich deshalb als von jenen 
beiden ersten unabhängig bezeichne, und la&se ein beliebiges Ele- 
ment jenes Systems zweiter Stufe, diese dritte Aenderung (oder deren 
entgegensetzte) beliebig fortsetzen , so wird die Gesammtheit der so 
«rzeugbaren Elemente ein System dritter Stufe bilden; und da dieser 
Erzeugungsweise dem Begriffe nach keine Schranke gesetzt ist , so 
werde ich auf diese Weise zu Systemen beliebig hoher Stufen fort- 
schreiten können. Hierbei ist es wichtig festzuhalten , dass alle auf 
diese Weise erzeugten Elemente, nicht als anderweitig schon ge* 
gebene *) anfgefasst werden dürfen, sondern als ursprÜngUeh erzeugt, 
und dass sie daher alle , sofern sie ursprünglich durch verschiedene 
Aenderungen erzeugt sind, auch ihrem Begriffe nach als verschiedene 
erscheinen. Dagegen ist wiederum klar, dass, nachdem die Elemente 
einmal erzeugt sind, sie von da ab als gegebene erscheinen, und Über 
ihre Verschiedenheit oder Identität nicht anders entschieden werden 
kann, als wenn man auf die ursprüngliche Erzeugung zurückgeht. 



*) Wie etwa in der Ranmlehre alle Punkte schon dnrch den voransge- 
setzten Baum ursprünglich gegeben sind. 
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Ehe ich nun zu unserer Aufgabe, nämlich zur Verknüpfung der 
verschiedenen Aenderungsweisen, übergehe, will ich der Anschauung 
durch geometrische Betrachtungen zu Hülfe kommen. Es ist näm- 
lich klar y dass das System zweiter Stufe der Ebene entspricht , tmd 
die Ebene dadurch erzeugt gedacht wird, dass alle Punkte einer ge- 
raden Linie nach einer neuen in ihr nicht enthaltenen Richtung (oder 
nach der entg^engesetzten) sich fortbewegen , wobei dann eben die 
Gesammtheit der so erzeugbaren Punkte die unendliche Ebene bildet. 
Es erscheint somit die Ebene als eine Gksammtheit von Parallelen, 
welche alle eine gegebene Gerade durchschneiden; und es istersicht- 
Heh, dass, da diese Parallelen sich nicht schneiden, und auch die ur- 
»prttngliche Gerade nicht noch ein zweitesmal treffen , alle auf jene 
Wtßise erzeugten Punkte von einander verschieden sind und somit die 
Analogie eine vollständige ist. Ebenso gelangt man zu dem ganzen 
unendlichen Räume , als dem Systeme dritter Stufe , wenn man die 
Pimkte der Ebene nach einer neuen , nicht in der Ebene liegenden 
Richtung (oder der entgegengesetzten) fortbewegt ; und weiter kann 
die Geometrie nicht fortschreiten, während die abstrakte Wissen- 
•chaft keine Gränze kennt. 

§ 17. Lasse ich nun, um zu unserer Aufgabe zurückzukehren, 
ein Element sich zuerst um eine Strecke a ändern , und dann das 
so geänderte Element um die Strecke b , so ist das Gesammtt^sul- 
tat beider Aenderungen zugleich als Resultat Einer Aenderung 
aufzufassen , welche die Verknüpfung jener beiden ersten ist , und 
welche , wenn beide Strecken gleichartig waren , als deren Summe 
erschien (§ 15). Hier können wir diese Verknüpfungsweise vor- 
läufig mit dem allgemeinen Verknüpfnngszeichen f> bezeichnen. 
Aus diesem Begri£Fe geht sogleich , da der Act des Zusammenfassens 
den Zustand des Elementes nicht ändert, das Gesetz hervor, dass 

(a*^ b) '^ c s=» a 'N (b '^ c) 
ist. Hingegen um auch zur Vertauschbarkeit der Glieder zu ge- 
Utngen , ist noch eine Lücke in der Begri£febestimmung auszufüllen. 
Betrachten wir nämlich die Erzeugungsweise eines Systems höherer 
(m-ter) Stufe, wie wir solche im vorigen § dargestellt haben, so 
war dort eine bestimmte Reihenfolge der m Aenderungsweisen, 
durch die jenes System erzeugt wurde , angenommen , und die Ele- 
mente des Systems wurden erzeugt , wenn das Anfangselement die 
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Terflchiedenai Aendenrngsweisen in der bestüsimten Reihenfolge 
* fortschreitend einging , so dass jedes Element , wekhes durch eine 
Reihe von Aenderongen, entstanden war, nur entweder seine letzte 
Aenderung fortsetzte, oder eine der folgenden Aendemngsweisen, 
aber keine der früheren annahm. Sind daher a und b zwei Strecken, 
von denen a einer früheren , b einer späteren von den Aenderungs- 
weisen angehört, so wird ein Element bei der Erzeugung des Systems 
zwar an die Aenderung a die Aenderung b anschliessen können, aber 
nicht umgekehrt; d. h. es wird dabei die Verkntipfung a'^b vor- 
kommen, aber nicht die b^^ a. Aber obgleich die letztere Verknüpfung 
durch die Erzeugung des Systems nicht ihrem Begriffe nach be- 
stimmt werden kann , so muss sie doch an sich möglich sein. Somit 
zeigt sich hier die besprochene Lücke. Um dieselbe näher zu über- 
sehen sei [a^*) gleich a, j^/?'] «= [aa] — b , so ist. die Aenderung 
[cc/f\ gleich a^-b; es ist aber [ccß^ auch gleich [aa]^[a/^], d. h. 
gleich hr^[d/T], Sollten also die Glieder vertauschbar, d. h. a'^b = 
b'^a sein, so müsste [a^]BB[a/^] sein. Hierüber lässt sich nun aus 
dem Bisherigen nichts entscheiden; denn alles, was wir über das 
System und dessen Elemente aussagen können , muss ^ da das ganze 
System auf keine andere Weise , als nur durch seine Erzeugung ge- 
geben ist , aus dieser Erzeugungsweise hervorgehen. Da nun aber 
in dieser nichts von einer solchen Aenderung ä/3^ vorkommt , so sind 
wir befagt und gedrungen, eine neue Begriffsbestimmung über solche 
Aenderungen zu geben , und die Analogie mit dem Früheren fUhrt 
uns nothwendig dazu , in dem Umfange , in welchem wir zu einer 
neuen Begriffsbestimmung befugt sind , dß^ und aß gleich zu setzen. 
Diese Gleichsetzung vollziehen wir aber erst auf bestimmte Weise, 
wenn wir den Umfang jener Befugniss ausgemittelt haben. Zu dem 
, Ende betrachten wir 2 gleiche Strecken : 

[«/?]« [yj] = a 

deren Gränzelemente einer der späteren Aenderungen b , aber alle 
derselben unterworfen werden und dadurch in a, /^, /, <f über- 
gehen, so dass 

[««]-[/?/?'] -[yy']-[<r<r]-B 



*) Zur Erläuterung kann Fig. 4 dienen. 
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ist. Da nun [aa] a- [/}^] a-.( — b) ist, so hat man für die Aende- 
runden [a/^] und [/if ] die Gleichungen : 

[/<»']-{//]- [y*]-[*<n-(-b)^a.b; 

also sind beide Aenderungeo einander gleich. Also wenn zwei Ele- 
mentenpaaren durch gleiche Aenderung auseinander erzeugbar sind, 
und man unterwirft alle vier Elemente einer neuen, aber alle derselben 
Aenderung , so werden auch die daraus hervorgehenden Elementen- 
paare durch gleiche Aenderungen auseinander erzeugbar sein. Da 
nun dies Gesetz auch noch bestehen bleibt y wenn [aß] eine Grund- 
änderung darstellt, so folgt hieraus nicht nur, dass eine Strecke, wenn 
sich ihre Elemente alle um gleich viel ändern , wieder eine Strecke 
bleibt, sondern auch^dass, wenn nur für die Grundänderung gezeigt 
ist, dass sie bei jener Fortschreitung der Strecke gleich bleibt, 
dasselbe dann auch für die ganze Strecke gilt. Damit ist der Umfang 
der oben angedeuteten Befugniss gegeben, und wir setzen daher fest, 
dass , wenn in einem Systeme m-ter Stufe eine Strecke, welche einer 
der früheren von den m Aenderungsweisen, die das System bestimmen, 
angehört, einer der späteren Aenderungsweisen unterworfen wird, 
und zwar alle Elemente derselben Aenderungsweise , dann die ent- 
sprechenden Grundänderungen in der ursprünglichen und der 
durch jene Aenderung entstandenen Strecke einander gleich genannt 
werden sollen , hingegen ungleich, wenn die Elemente verschiedenen 
Aenderungen unterworfen sind *). Daraus folgt dann, vermöge des 
vorhergehenden Satzes, dass diese Gleichheit (und Ungleichheit) 
unter denselben Umständen auch für die Strecken selbst fortbesteht ; 
und wir gelangen also zu dem Satze : Wenn man eine Strecke, welche 
einer der m xirsprünglichen Aenderungsweisen des Systems ange- 
hört, Aenderungen unterwirft, welche gleichfalls jenen Aenderungs- 
weisen angehören, und zwar alle Elemente denselben Aenderungen, so 
ist die durch jene Aenderung entstandene Strecke der ursprünglichen 



*) Die Deduktion, durch die wir zu dieser Definition der gleichen 
Aenderung tiberleiteten, gehört derjenigen Entwickelnngsreihe (Einleit. 
Nr. 16) an, die die Uebersicht geben soll. Ftir die rein mathematische Ent- 
wickelnngsreihe erscheint dieselbe , wie überhaupt jede Definition , als rein 
willkührUck. 
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gleick. Daas wir nlbnlich hier auek4enTJaterieIuied2imchen froheren 
und späteren Aenderungsweisen fallen lassen können, erglebt siok 
leicht ans der Gegenseitigkeit der Beflidrang; denn wenn vorausge- 
setzt wird, dass [aß] gleich odw imgleieh [a /^] ist, je nachdem [ua] 
gleich [ßß] ist oder nicht, so sind «ach umgekehrt die letzteren 
Ausdrücke gleich oder ungleich , je nachdem die ersteren es slndj 
wie sogleich durch die Methode des indirecten Schlusses sieh er- 
giebt. Wenn also die durch eine frühere Aenderang erzeugte Strecke 
einer späteren Aenderung unterworfen , sidi gleich bleibt, so bleibt 
auch die durch eine spätere erzeugte der früheren unterworfen, 
sich gleich; und daraus folgt der Satz in der oben gegeb^ien 
Fassung. Nun hatten wir schon oben gezeigt , dass unter Yoraos- 
Setzung dieses Satzes AV^b^^b^a sei; und wir haben somit für die m 
Aenderungsweisen, die das System bestimmen , allgemein die Gresetae 

(ft^b)<*c«»a'^(b«c), und 
a-^b ««b'^a; 
also ist diese Verknüpfung eine einfache; aber auch die entsprechende 
analytische Verknüpfung eine eindeutige ; denn wenn ich das -eine 
Glied der synthetischen Verknüpfung, etwa das erste, unverändert 
lasse, das andere aber verändere > indem ich das Endelement des 
zweiten Gliedes entweder einer anderen Aenderungs weise unterwerfe 
oder es in derselben Aenderungjsweise vor oder zurüokschreiten 
lasse, so verändert sich das zuletzt resultirende Element, welches 
zugleich das Endelement für das Ergebniss der Verknüpfung ist, 
also verändert sich dies Ergebniss ^ und hieraus folgt dann nach der 
bekannten Schlussweise (vergl. § 6) die Eindeutigkeit der analy- 
tischen Verknüpfung. Daraus ergiebt sich nach § 6, dass die 
angezeigten Verknüpfungen als Addition und Subtraktion zu^ be- 
zeichnen sind, und alle Gesetze der Addition und Subtraktion fOr 
sie gelten. Da nun endlich dieselben Verknüpfungsgesetze , welche 
für die m ursprünglichen Aenderungsarten gelten, auch nach den 
Gesetzen der Addition und Subtraktion ftlr deren Verknüpfungen 
bestehen bleiben, so können wir die Resultate der bisherigen Ent* 
Wickelung in dem folgenden höchst einfachen Satze zusammen- 
fassen: „Wenn [aß] und [ßy] beliebige Aenderungen darstellen, 
so ist [öy] = [«i8] -|- [ßy]'^ Indem wir nämlich diese Verknüpfung 
als Addition bezeichnen, so sagen wir damit die Gelt^g aller 
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Additionfh uad 8al>tritktionBgeMt8e , wie wir sie in § S-^7 darge* 
gtellt haben, ans*). 

§ 18. In der Entwickelnng des letzten § kalten wir die dnrch 
VerknUpfang hervorgehenden Aenderangen nur betrachtet m Bezug 
anf ihr Anfangs* und End-Element , ohne die Strecke zu betrachten, 
welche beide verbindet ; vielmehr traten als Strecken nur diejenigen 
hervor, welche den ursprünglichen Aendemngsarten des Systems an- 
gehören, um nun das Fehlende 2u ergänzen , haben wir zu zeigen, 
auf welche Webe durch 2 Elemente in einem höheren Systeme die 
sttmmtlichen übrigen Elemente bestimmt sind, welche mit diesen 
beiden in Einem Systeme erster Stufe liegen. Zu dem Ende haben 
wir nur auf den Begriff des Systemes erster Stufe zurückzugehen, 
dass es nämlich durch Fortsetzung einer sich selbst gleich bleibenden 
Aenderung erzeugt sei. Entsteht nun dadurch, dass ein Element naek 
der Reihe und fortschreitend den Aenderungena, b, c... unterworfen 
wird , welche den ursprünglichen Aenderungsweisen angehören , aus 
einem Elemente a zuletzt ein anderes ß^y so wird nach dem Begriffe 
des Systemes erster Stufe, auch dasjenige Element demselben Systeme 
erster Stnfe imgehören müssen , welches aus ß durch dieselben Aen- 
derungen a, b, c. . . hervorgeht und so fort; ja auch rückwärts wird 
man von a aus durch die entgegengesetzten Aenderangen fortschreiten 
können und immer noch zu Elementen gelangen, die- demselben 
System erst« Stufe angehören , aber nach der negativen Seite hin 
liegen , wenn die erstere als die positive gefisusst wird« Es entstehen 
also die Elemente der positiven Seite aus dem Element a dadurch, 
dass dies wiederholt und fortschreitend derselben Reihe der Aenderun- 
gena, b, c . . . unterworfen wird. Da wir nun, wie im vorigen § be- 
wiei^n wurde, die fortschreitenden Aenderangen beliebig vertauschen 
Und zusammenfassen können, so können wir auch hier die gleichen 
Aenderangen zusammenordnen und zusammenfassen, und gelangen so 

*) Ich kann es nicht dringend genug anempfehlen , dass man die £nt- 
wiokehing überall , und namentlieb die hier geführte, welche zti den schwie- 
rigsten in unserer Wissenschaft gehört , durch dia entsprechenden geome* 
irischen Konstractionen sich veranschauliche. Um den Gang der Entwicke- 
Inng nicht zu unterbrechen , habe ich diese Uebertragung auf die Geometrie 
hier nicht Yornehmen mögen ; überdies liegt sie überall anf der Hand (s. Fig. 5). 

**) Vergleiche Fig. 17, wo es für zwei Aenderangen a, b bildlich dar- 
gestellt ist« 
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zu einer neuen Konstroktien jener filementenreihe , £e wir jetat an«' 
schanliclier darlegen wollen. Wenn man nitmlieh das Blement €t 
einzeln den Aendenm^en a, b, c... nnterwirft, so entstehen m 
Elemente , die wir einander entsprediend setzen können ; wenn man 
jedes von diesoi wieder derselben Aendemng nnterwirffc, die es ror* 
her erfahr , so erhttlt man m nene einander entsprechende Elemente, 
nnd 80 fort ; betrachten wir nnn die entsprechenden Elemente einer 
jeden solchen Gruppe von m Elementen als Endelemente von m 
Strecken, welche alle a zum An&ngselemente haben, nnd wdche wir 
^eichfalls einander entsprechend setzen , so erkalten wir dieselb^a 
Elemente, die wir vorher gewannen, wenn wir er um die entsprechen- 
den Strecken einer jeden Gruppe fortschreitend ändern , und es ent- 
sprieht auf diese Weise jeder solchen Gmppe von einander entspre* 
chenden Elementen in dem neuen System erster Stufe em Element, 
welches durch eine Aendemng hervorgeht, die, die Summe ist ans 
den durch jene Strecken dargestellten Aendemngen. Sind nnn bei 
den angegebenen Konstruktionen die Aendemngen a, b, c • . . Grund- 
Undemngen , welche also unmittelbar von einem Elemente zum an- 
gränzenden ttberftihren, so erhiAt man auch (wenn man dasselbe 
Verfahren zugleich nach der negativen Seite hin anwendet) das 
ganze System erster Stufe vollständig. Es ist nun zu zeigen, dass 
man auf diese Weise durch zwei Elemente des higheren Systems 
allemal ein System erster Stufe legen kann, aber auch jedesmal 
nur eins. Es seien die beiden Elemente des Systems a und fl, 90 
ist schon bei der Erzeugongsweise des System gezeigt , dass ß ans 
€e immer durch die m Aendemngsweisen des Syst^ns nnd zwar bei 
gegebener Folge nur auf Eine Art erzeugbar ist ; es seien a, b, e ; . . 
diese Aendemngen ; es kommt nun zunächst darauf an , zu zeigen, 
dass man für diese Strecken stets solche einander entsprechende 
Grundttnderangen annehmen kann, dass a, b, o... entsprechende 
Strecken werden, und also nach der so eben angegebenen Kon- 
struktion ß ein Element des durch diese entsprechenden Grund- 
änderungen erzeugten Systems erster Stufe wird. Betrachte ich 
zuerst zwei Strecken a und b , deren jede durch Fortsetzung der- 
selben €hrandttnderung entstanden ist, so kOnn^i zuerst, da die 
Ghrundttnderangen nach dem Begriff des Stetigen keine an sich 
fixirte Grösse haben, beliebige Grundandemngen in beiden als 
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entsprecheiMle angenommen werdlen. Läset man nun , während die 
eine Grnndänderong und die dadurch erzengte Streeke a dlegelbe 
bleibt, die andere Grrondändening wachsen oder abnehmen , so- 
wird auch die dadurch erzeugte und der Strecke a entsprechende 
Strecke b wachsen oder abnehmen, und zwar wenn die Grund- 
änderung stetig wächst oder abnimmt, so wird auch die Strecke b 
stetig wachsen oder abnehmen , wie dies unmittelbar im Begriff des 
Stetigen liegt, somit wird, wenn die Grundänderung ftlr b beUebig^ 
angenommen werden kann, auch die der Strecke a entsprechende 
b jede gegebene Grösse annehmen können; und dasselbe gilt von 
jeder andern Strecke c u. s. w. > so dass also in der That auch für 
die oben angegebenen Strecken a , b , c . . . solche Grundändenmgen 
angenommen werden können , dass jene Strecken als entsprechende 
erschemen^ und also das Element ß als ein Element des durch 
diese Grundänderungen erzeigten Systemes erster Stufe dargestellt 
ist. Dass nun auch durch a und ß nur Ein System erster Stufe 
gelegt werden kann, liegt schon in dem obigen Beweise. Ein anderes 
System erster Stufe könnte nämlich nur entstehen, wenn die der 
Grundänderung in a entsprechenden Grundänderungen der andern 
Strecken b , c . . . anders angenommen würden , allein dann würden 
auch die der Strecke a entsprechenden andern Strecken, wie wir 
vorher zeigten , anders ausfallen , also würde auch nicht mehr von a 
aus das Element ß erzeugt werden. Nachdem wir nun gezeigt 
haben , wie in der That durch je zwei Elemente ein , aber auch nur 
Ein System erster Stufe gelegt werden kann , so ist nun der im An* 
fange dieses § angedeutete Mai^el aufgehoben , indem jetzt für die 
Strecke , die als Summe zweier Strecken erscheinen soll , nicht mehr 
blos Anfangs- und Endelement bestimmt ist, sondern die ganze 
Strecke in allen ihren Elementen. Der Begriff der Summe ist daher 
nicht nur für die.Aenderungen, sondern auch für die Strecken selbst 
bestimmt; sind nämlich [aß] , [ßy] , [ay] die nach dem so eben ent- 
wickelten Frincip erzeugten Strecken , so hat man noch immer all- 

getuein 

[«/]-[«/?] 4- |/?y] d.h. 

„Wenn man zwei oder mehrere Strecken stetig aneinander an* 
schliesst, so ist die Strecke vom Anfangselement der ersten 
zum Endelement der letzten die Summe derselben.^ 
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Wenden wir anf den Begriff der Abbttttgigkett , wie wir ihn in § 16 
darstellten , diesen. Begriff der Sunrae an , so ergiebt sich, dass eine 
Aendemngsweise yod. andern abhängig sei, wenn sieh die der ersteren 
ungehörigen Strecken als Summen von Strecken darstellen lassen, 
welche den letztwen angehören, hingegen wenn dies nicht möglich 
ist, sie von ihnen unabhängig sd. 

§ 19. Wir haben bisher den Begriff der Summe der Strecken 
abhängig gemacht von der besonderen Erzeugongsweise des ganzen 
iSystems, indem, wenn Anfangs* nnd Endelement der Summe durch 
stetiges Aneinanderschliessen der Streeken g^^dben war, nun die 
zwischen beiden liegende Strecke, als Theil eines Systems erster 
Stufe, durch die m ursprttnglichen Aenderungsweräen des ganzen 
Jäystemes konstruirt wurde. Diese Abhängigkeit haben wir noch 
schliesslich aufzuheben. Wir haben schon oben (§ 18) gezeigt, 
dass , wenn mehrere Strecken auf entiE^echende Weise erzeugt sind, 
dann nicht nur jedem Element und jedem Theil der einen ein 
Element und ein Theil in jeder der andern «itsprioht, sondern 
auch die Summe auf dieselbe Weise entsprechend erzeugt ist, 
nämlich so, dass die Summe der entsj^echenden Theile jedesmal 
diesen Theilen entspricht. Hat man nun zwei bdiebige Strecken 
des Systemes, nämlich pi und p2, und es sind beide als Summen von 
fitrecken dargestellt, welche d^i ursprünglichen Aenderungsarten des 
ganzen Systemes angehören, nämlich 

Pi=«fti +^ +••• 
Pa = «a + bj +..., 
eo dass man hat 

Pi + Pt «*» («1 + *a) + (^1 + ^) • • •» 
und »nd femer ctf, cc^y ßt, ß% - > "> entsprechende Theile der Strecken 

^f 9i^y ^19 b| . . . . , also auch (04 *|- €4), (ft^ -^ ß^)... in demsel- 
ben Sinne entsprechende Theile von (a| -|~ a^), (b| '^ b^) , so wird 
nach dem vorigen § jeder Theü der Summe (p^ -^ p^) , als Summe 
der entsprechenden Theile gewonnen, d. h. also ein solcher ist jedes^ 
mal gleich 

(«1 -[- Oj) + (/?, ^ ß^) ^ 

d. h. «^ («1 -j- ßi -|- . • . ) "^ («I -y' /Sj -|- • . . • ) 
WO das erste Glied einen Theil von pi , das zweite den entsprechen- 
den von ps darstellt. Also wird jedes Element der Summe (pi -}" Ps) 
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dadurck erzeugt, dass man das Anfangadmaettt derselben um jeden 
beliebigen Theil Yon pi und daaa um den entopreebenden von p^ 
Kndert. Somit können wir das allgemeine Besoltat aufstellen: 
^Wenn awei Strecken gegeben sind, und man ändert ein beliebiges 
Element um einen Tbeü der ersten y und dann (fortsehreitend) um 
den entsprecbenden Tbeil der zweiton , so bildet die Gesammtheit 
der so erieugbaren Elemente di» Smnme jener beiden Strecken/' 
Nftehdem wir nun den Begiiff der Summe der Strecken in seiner 
Allgemeinbeit und Unabbängigkeit aufgeatellt haben, wollen wir 
noch einen Satz , den wir früher in specieller Form erwiesen hatten^ 
jetzt in allgemeinerer Form darstellen, nämlich 

„Wenn alle Elemente einer Strecke sieb um gleich viel äa- 

dem, so bleibt die so hervorgehende Strecke der ersteren 

gleich.^ 
Dass dadurch wieder eine Strecke entsteht, ist schon in § 16 gezeigt, 
dass sie der ersteren gleich sei , folgt durch dieselben Formeln wie 
in § 15 am Schinsse. Nämlich ist [aß] die ursprüngliche Strecke, 
und [ma] «» [fifi^], so ist 

[a'fif] - [a'a] + [aft\ + [/?/Jl - [aß], 
da sieh nämlich aa und ßß^ als entgegengesetzte Gröss^i bei der 
Addition anfheben. 

§ 20. Durch die im vorigen § geführte Entwickehmg ist die 
selbständige Darstellung der Systeme höherer Stufen vorbereitet. 
Nämlich es waren diese bisher als abhängig von gewissen zu Grunde 
gelegten Aenderungsweisen dargestellt, dmrch welche sie eben er- 
zeugt wurden. Diese Abhängigkeit können wir in so fem aufheben, 
als wir zeigen können , dass dasselbe System m-ter Stufe durch je 
m Aenderungsweiflen erzeugbar sei, welche demselben angehören, 
und welche von einander unabhängig sind (in dem ^nne von § 16), 
d. h. von keinem System niederer Stufe (als der m-ten) um£u8t 
werden. Ich will zuerst zeigen, dass, wenn das Syston durch 
irgend welche m Aendenmgsweisen erzeugbar ist, ich dann statt 
jeder beliebigen derselben eine neue von den (m — 1) übrigen un- 
abhängige demselben System m-ter Stufe angehörige Aenderungs- 
weise (p) einführen, und durch diese in Verbindung mit den (m — 1) 
übrigen das gegebene System erzeugen kann. Da nach der Vor- 
aussetzung p dem gegebenen Systeme m-ter Stufe angehört, so 
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wird es nckt (§ 18) darstellea lassen als Summe ▼on Btreeken , die 
den nrsprflngliehen Aenderongsweken angehören, d. h, 

p *ä* a -j- b -j- c »p . ... . 
gesetzt werden können, wenn a, b, c, . . . den iirsprüng^chen Aen*- 
derongsweisen angehören. Wenn nnn a die Aenderungsweiie dar- 
stellt, für welohe p eiiigeftthrt werden seil, so mnss p yon den 
übrigen b, c, • . » ., wie wir Yoraneeetzten, nnabhtogig sein, d. h. a 
darf nicht gleich null s^, wMhrend hingegen von den übrigen 
Stücken jedes null sein darf. Ich habe mm xu zeigen , dass jedes 
Element des durch p, b, c, .... erzeugten Systemes auch dem 
durch a, b, c . . . . erzeugten angehöre und umgekehrt, sobald beide 
von demselben Anfangselemeate aus erzeugt sind. Bas erste ist 
unmittelbar klar , da p dem durch a , b , c erzeugten Systeme an* 
gehört, das zweite bedarf einee ausftthrlichMwn Beweises. Ein 
jedes Element des durch a , b , c . . . . von irgend einem Anfangs- 
element aus erzeugten Systemes kann durch eine Aenderung 

wo ti^j bs , C) . . . mit a, b, c,.. . . besiehlich gleichartig sind, aus 
dem Anfangselemente erzeugt werden. Um nun hierin statt a| die 
Grösse p oder eine ihr gleichartige einführen zn können, nehme 
man für den Augenblick die Grössen p, a, b, c .... als entspreehende 
an, und in demselben Sinne mögen pi» &i> b|, Ci . . . . einander ent- 
sprechen, so wird, da 

p =a a -|- b -}" <^ -}- . . . . 
ist, auch nach § 1 8 dieselbe Gleichung fUr die entsprechenden Strecken 
gelten, also 

Pi"«at+^ + Ci + . . . . 
sein, somit auch 

ai — pi — hl — ct — . • • . 
IJnd dies statt a| substituirt, hat man 

q«.pi + (b, — bi)-+-(ct — C|) + 

d. h. das fragliche Element ist aus dem An£uaigselement durch 
Aenderungen, die mit p, b, c . . . gleichartig sind, erzengbar, d. h. 
gehört dem durch p , b , c , ... aus^ demselben Anfangselement eis 
zeugten Systeme an. Es ist also die Identität beider Systeme be* 
fiesen, und gezeigt, dass man statt jeder beliebigen der m das 
System ursprünglich erzeugenden Aenderungsweisen , jede beliebige 
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neue mHlMiren kann , sabald sie nur dem gegebenen Systeme an- 
gehört y und von den übrigen (beibehaltenen) unafohlCngig ist. und 
da man dies Verfahren fortsetzen kann y 00 folgt , dass man dasselbe 
System dntch je m unabhängige Aenderungsweisen desselben er- 
aengen kann oder 

„Jede Strecke eines Systems m-ter Stufe kann als Summe von 
m Strecken, welche m gegebenen unabhttngigen Aenderungs- 
weisen des System» angdi()ren y datgestellt werden , aber auch 
jedesmal nur auf eine Art. * 
Es ist somit das System unabhängig gemacht von der Auswahl der 
m unabhängigen Aenderungsweisen) wir haben es noch vom An- 
fangselemente unabhängig zu machen. Es sei das ursprünglich an- 
genommene Anfangselement a , man ma«he statt dessen ein anderes 
Element des Systems ß zum Anfangselement. Ist nun y irgend ein 
diittes Element, so hat man 

m - \ß«] + [«y] 

Sind nun [fta] und [cty] durch die angenommenen Aenderungsweisen 
darstellbar , m wird es auch [ß/] ala ihre Summe sein , d. h. jedes 
Element, was durdi die angenommenen Aenderungsweisen aus a er- 
sengbar ist, ist auch durch dieselben aus jedem andern Elemente er- 
seugbar; also: 

„Jedes System m-ter Stufe kann erzeugt gedacht werden 
durch je m unabhängige Aenderungsweisen desselben aus jedem 
beliebigen Element desselben, d. h. aus Einem solchen Ele- 
mente können alle übrigen durch jene Aenderungsweisen er- 
zeugt werden." 
Hierdurch ist nun das System höherer Stuf<B als für sich bestehendes 
eigenthümliches Gebilde dargelegt. 

§ 21. Ich schreite nun zu den Anwendungen und zwar zu- 
nächst auf die Geometrie , will jedoch zuvor versuchen , einen rein 
wissenschaftlichen Anfang fOr die Geometrie selbst imd zwar un- 
abhängig von unserer Wissenschaft wenigstens andeutungsweise zu 
entwerfen, um so die Uebereinstimmung und Abweichung in dem 
Gange beider Disciplinen desto besser zu Übersehen. Ich behaupte 
nämlich, dass die Geometrie noch immer eines wissenschaftlichen 
Anfangs entbehre , und dass die Grundlage fOr das ganze Gebäude 
der Geometrie bisher an einem Gebrechen leide, welches einen 
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gäazlichen umbau desselben nothwendig mache. Wenn ich eine 
solche Behauptung aufstelle, welche den durch Jahrtausende ge- 
heiligten Bau umzustürzen droht, so darf ich das nicht, ohne dieselbe 
durch die entscheidendsten Gründe zu belegen. Das Gebrechen, 
dessen Vorhandensein ich nachweisen will, ist am leichtesten am 
Begriffe der Ebene zu erkennen. Wie dieselbe in den mir bekannt 
gewordenen Bearbeitungen der Geometrie definirt wird, so liegt 
dabei die Voraussetzung zu Gbnmde, dass eine gerade Linie, welche 
zwei Punkte mit der Ebene gemeinschaftlich habe, ganz in dieselbe 
falle ; sei es nun , dass man dies stillschweigend annehme *) , oder 
in die Definition der Ebene hineinlege , oder endlich als besonderen 
Gknindsatz aufstelle. Das erstere zeigt sich sogleich als unwissen- 
schaftlich, das zweite kann aber, wie ich sogleich zeigen werde, 
eben so wenig auf Wissenschafblichkeit Anspruch machen. Denn 
es ist klar, dass die Ebene schon bestimmt ist, sei es als Ge- 
sammtheit der Parallelen, welche von einer Geraden nach einer 
nicht in derselben enthaltenen Kichtung gezogen werden können, 
sei es als Gesammtheit der Geraden , welche von einem Punkt an 
eine Gerade gezogen, werden können. Bleiben wir nun z. B. bei 
der ersten Bestimmung stehen, so ist klar, wie nun erst erwiesen 
werden muss, dass jede gerade Linie, welche zwei dieser Parallelen 
schneidet, auch die sämmtlichen übrigen schneiden müsse, ein 
Satz, welcher nicht ohne eine Beihe von Hülfssätzen erwiesen 
werden kann. Definirt man nun die Ebene etwa als Fläche, welche 
alle geraden Linien, die zwei Punkte mit ihr gemeinschaftlich haben, 
vollständig enthält , so leuchtet ein , wie man dadurch den vorher 
ausgesprochenen Satz, unter dieser Definition versteckt, in das 
Q^biet der Geometrie einschmuggelt; und eben so wenig, als es 
sieh irgend ein Mathematiker gefallen lassen würde , wenn man den 
Beweis des Satzes , dass in Parallelogrammen die gegenüberstehen- 
den Seiten gleich lang sind , dadurch vermeiden wollte , dass man 
das Parallelogramm als Viereck, dessen gegenüberliegende Seiten 
gleich und parallel sind , definirte ; eben so wenig darf man es sich 
gefallen lassen , wenn der oben angeführte Satz durch eine solche 
Definition der Ebene unrechtmässiger Weise in die Geometrie ein- 



*) So Euklid. 



geAhit wii4. Es Uiebe dsoi wesn maa bei dem bifihetigeik Qiaag^ 
der GreMBetrie verharren wollte» «nr übrig, jenen Bat« su einen» 
Gkttnd$atae nmeofltempebi. «Allein wemi ein Grandaaiis Teraaiedea 
werd^A kann , ebne daas ein neuer eingefilhH %u weiden briMiehtp. 
se mnas dies geschehen , nnd wenn et «ine gflaaliche Uttgefitaltung- 
der ganzen Wiseensehaft herbeiführen sollte, weil durch ein eolches 
Vermeiden die Wissenschaft ncihweadig Huteai Wesen naeh an 
Eiafachheit gewinnt. Gehen wir mm von diesem Crebredien «as^ 
was wir nad^ewies^i sn haben hoffen*), weiter zurtiek, xtm die 
Ursachen desselben aufaufinden, ao liegen diese in der mangel- 
haften Aiftffa«8«ng der geometrieehen 0jnmdslLtae. Zaei?st mius es 
anffaU^Di , wie neben wirklichen Grran d rtltBeo , welche geoaetnsehe 
Aiusehaunng^a aussagen , hänfig unter denselben Namen gam ab- 
strakte Sätze aufgeführt werden, wie: „sind zwei Grrteen eiiaer 
diüiten gleich, so sind sie selbst einander gleich,'' und welche^ 
wenb mtta einmal unter Grundsätzen vorausgesetzto Wahrhaite& 
versteht, gar mcht diesen Namen rerdienen. In der That glaub» 
ieh oben (§ 1.) naehgewiefleB zu haben, dass der so eben nngeführtie 
abertrakte Satz nur äeoi Begriff des Gleichen flttsdarüokei, und dasselbe 
gilt aneh von den übngen abstrakten Stttaen, wdehe im weaent» 
liehen darauf hinaMii^ufm, dass des aus dem Gleiehfin auf dieaeUk* 
Weise Eraeugte selbst gleich sei. Von diesem Vorwurfe der 
Vermisdiung von Grundsätzen mit vorausgesetzten Begriffen bleibt 
indessen Euklid selbst frei, welcher die erstem mit unter sein» 
Forderungen (ahfjfi^iTa) anBnahm, während er die letzteren akk 
aUgemeine Begriffe {xonwcl ÜWMcri) anssenderte, ein Verfahren^ 
welches schon von seinen Kornmentatotren nidit mehr verstandesn 
wurde, und aueh bei neueren Ma A e mn tikem zum Schaden der 
Wissenschaft wenig Nachahnnmg gefunden hat. In d^ That 
kennen die abstrakten Biscqpüinett der Mathematik gar keine. 
Grundsätze ; sondern der erste Beweis gesehiehi in ihnen durch An- 
einandeiketten von Erklärungen, indem von keinem andern Fort- 



*) Kb könnte fireilick sein, dass es eine Darstellung gebe, die den ge- 
rügten Mangel yermieden hätte , ohne mir bekannt geworden zu sein. Da 
indessen mit einer solchen Darstellang zngleich die Parallelentheorie, dies 
Kreuz der Mathematiker, mÜBste ins Beine gebracht sein, so konnte ichmit ziem- 
licher Gewissheit annehmen, dass es eine solche Darstellung noch nicht gebe» 
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•dKreilimgfle^cvieta« Gebntucli gesoMbt wifi, «k too d^n aJlgemein 
logischen , dass nämlich , was von einer Reihe von Dingen in dem 
Sinne atugesi^ ist, dass es von jedem einaelnen derselben gelten 
sqU, auch irirUieh von jedem einadnen, was jener Eeihe an- 
gehört, ausgesagt werdien kaniu Und diea Fortschmtungageseiz^ 
was^ wifi man sieht, nur ein Mch besinnen über das , was man mit 
dem aUgemeinen Satoe hat sagen welleii, enthJllt^ als Gnmdaiito 
aufzustellen, wiie es in der Logik ini^sbraiwhswewe ^eadiLeht, wenn 
es sieht giur esst in ifar bewiesen wird , kann keinem Mathemaftiker 
evifallen. 

§ 32. In dev fieometrle Ueiben daher ala Ommdaätze nur 
tbrig das^nigen Wahrhdten , welche dev Jbdsehanung des Banmea 
entaammen sind. Cdese GnmdaStee werden daher richtig gefiiaat 
sein , wenn sie in ihrer Q^ammtheit die volkrtHndige Anadhaamg- 
dns Baume» geben ^ mnd aneh keinev iMifg«eatellt wird, der nicht 
diese Anschauung vollenden httlfe. Hier aeigt sich n«n die wahre 
Ursache des mangeUiaften Anfanges der Geonetrie in ihrer bis- 
herigen Bearbeitung; nämlich theils werden Gnuidsätae. Über- 
gangen, welche rnnsparüngliche BaamesanadbAimagen ausdrucken, 
und die daim nachher, we ihre Anwendung erfeordfiEt wied, still- 
schweigend vorausgesetzt werd^a müssen , theils werden Gnmdsätze 
arnfgestellt^ dia keine Grundanschanung des Baumes ansdritekftn^ 
und sieh Aaher bei genauerer Betrachtirag als überlüssig ergeben, 
und llherall gewähren die Grusdettiae in ihrer Gesammtheit den £in* 
druck eines Aggregats von möglichst klaren Sittnen , welche beh«f9 
möglichst bequemer Beweisführung zusarnmengesteUt sind. — Die 
Grundsäftae der Geometrie^ wie wir sie vovauflsetaeii müssen, sagen 
vielmehr die Grnndeigenachaften des Bäumet auF, wie aie moeiev 
Vorstellung ursprünglich mitgegeben sind , nämlich dessen Einfach* 
heit und relative BesdiFänhthest. -^ Die Einfaehbeit des Baumes 
wird ausgesagt in dem Grundsatae: 

„Der Baum ist an allen Orten und naeh allen Biektungen gleidi 

beschaffen, d. h. an allen Orten und nach allen Bich tu n g en 

können gleiche Konstruktionen vollzogen werden. '^ 

Dieser Grundsatz zerfällt schon seinem Ausdruck nach in zwei Grund- 

sHtze , von denen der eine die Möglichkeit der Fortbewegung^ der 

andere die Möglichkeit der Schwenkimg setat^ nttmUeh : 

8* 
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1) ^dass eine Gleichheit denkbar ist bei Verschiedenheit des 
Ortes." 

2) ^dass eine Gleichheit denkbar ist bei Verschiedenheit der 
Kichtung, und namentlich auch bei entgegengesetzter Kichtung." 

Nennen wir Konstruktionen, welche an verschiedenen Orten ganz 
auf dieselbe Weise erfolgen, sich also nur dem Orte nach unter- 
scheiden , gleich und gleichläufig *) , die , welche sich nur dem Orte 
und der Bichtung nach unterscheiden, absolut gleich, und insbe- 
sondere die, welche nach entgegengesetzter Richtung auf dieselbe 
Weise, wenn auch an verschiedenen Orten, erfolgen, gleich und gegen- 
läufig oder kurzweg entgegengesetzt , und halten dieselben Benen- 
nungen auch für die Resultate der Konstruktion fest , so können wir 
jene beiden Grundsätze , wenn wir aus dem zweiten noch den par- 
tiellen Satz herausheben, bestimmter so ausdrücken : 

1) ^Was durch gleiche und gleichläufige Konstruktionen erfolgt, 
ist wieder gleich und gleichläufig." 

2) „Was durch entgegengesetzte Konstruktionen erfolgt, ist 
wieder entgegengesetzt." 

3) „Was durch absolut gleiche Konstruktionen (wenn auch an 
verschiedenen Orten und nach verschiedenen Anfangsrichtua- 
gen) erfolgt, ist wieder absolut gleich." 

Die beiden ersten von diesen drei Grundsätzen bilden die positive 
Voraussetzung für den Theil der Geometrie , der dem ersten unserer 
Wissenschaft entspricht. Die relative Beschränktheit des Raumes 
wird dargestellt durch den Grundsatz : 

„Der Raum ist ein System dritter Stufe." 
Dem Verständniss desselben müssen Erklärungen und Bestimmungen 
vorangehen, wie wir sie oben in der abstrakten Wissenschaft gegeben 
haben. 

§ 23. Die unmittelbare Evidenz dieser Grundsätze und ihre 
Unentbehrlichkeit bietet sich wohl einem jeden sogleich dar , ohne 
den ersten ist keine gerade Linie, ohne den zweiten keine 



*) Wir schliessen uns hier mehr an die gewöhnliche Anffassungs- 
weise an , indem wir nnr dem Begriffe des Parallelen die bestimmteren des 
Gleichläufigen und Gegenläufigen (s. oben) substituiren ; sonst wäre es an- 
gemessener gewesen, hierfür einen einfacheren Ausdruck, wie etwa „voll- 
kommen gleich^ einzuführen. 



8 23 Orandsftüse der Geometrie« 37 

Ebene*), ohne den dritten kein Winkel möglieh, während der letzte 
den Baum selbst in seiner dreifachen Ausdehnung darstellt, und 
obgleich dieselben in den gewöhnlichen Darstellungen meist über^ 
gangen werden , so hält es doch nicht schwer, die Stellen nachzu- 
weisen , wo von demselben stillschweigend Gebrauch gemacht wird. 
Dass dieselben ausreichen ftir die Geometrie , kann nur vollständig 
aus einander gelegt werden durch Entfaltung der Geometrie selbst 
aus diesem Keime heraus. Wir fahren jedoch hier fort in unserm 
mehr andeutenden als ausftihrenden Verfahren. Den Satz, dass 
zwischen zwei Punkten nur Eine gerade Linie möglich ist, oder, 
wie ihn Euklid ausdrückt, dass zwei gerade Linien nicht einen 
Saum (xoiflov) umschliessen können, hier als Grundsatz übergan- 
gen zu sehen , mag auffallen. Doch liegt derselbe in dem richtig 
aufgefassten ersten Grundsatze , nämlich sollten zwei gerade Linien, 
welche einen P. gemeinschaftlich haben , noch einen zweiten P. ge- 
meinschaftlich haben, so würde der Raum an diesem zweiten Punkt 
anders beschaffen sein, als in den andern, wenn die Linien nicht 
zugleich auch alle andern Punkte gemeinschaftlich hätten, also 
ganz in einander fielen. Sollte dieser Beweis, der sich übrigens 
bei einer wirklichen Ausführung der Wissenschaft viel strenger 
ausnehmen würde, zu sehr ein philosophisches Gepräge zu haben 
scheinen , so mag man den Satz für die mathematische Darstellung 
immerhin als partiellen Grundsatz aufstellen, wenn man sich nur 
seiner Zusammengehörigkeit mit jenem ersten Grundsatze bewusst 
bleibt**). Für die weitere Entwickelung bedienen wir uns hier, 
um zwei Grössen als gleich und gleichläufig zu bezeichnen, eines 
Zeichens (:|^) , welches aus dem des Gleichen (=) und des Paral- 
lelen ( II ) kombinirt ist. — Wenn nun zwei Strecken AB und BO 
entgegengesetzt sind mit zwei andern DE und £F (vergl. Fig. 6.), 
so dass also 

AB#ED, BC#FE 
ist , so muss nach dem zweiten Grundsatze auch AC entgegengesetzt 
mit DF, d. h. 

*) S. unten. 

**) Ueberhanpt ist die Zerspaltung in möglicbBt besondere Grundsätze 
der mathematischen Methode eigenthümlich und forderlich, vergl. auch Ein^ 
leit. Nr. 13. 
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CA#DF 
«ein. Fttllt also C «nf D , so muss »och CA auf J>T , abo A auf F 
Mlen, nad die Tier Stfeoken biMen ein Viareok ABCE. Ako: 
y^wenn von clen vier stetig iiack einander bescliriebencn SeileiL 
eines Vierecks zwei einander entgegengesetst sind , so sind es auoh 
Jie beiden andern*)/' Oder wenn ein beliebige rtlutnllcbes Ge- 
bilde , sidi selbst parallel bleibend , so fortsehreitet, dass Ein Punkt 
^ne genide Linie beschreibt, so beschreiben anöh alle tIbrigeiL 
Funkte gerade Linien, welche aait der ersteren gieichlttafig and 
gieich sind. Hieraus ei^iebt sich leicht , dass , wenn rwei parallele 
Linien von einer dritten gesehnitt^d werden, nnd man mk dieser 
dritten eine Parallele £ieht , welche die eine jener paralMen Linäen 
schneidet, sie aaoh die andere schneiden muss (und auf diese 
Weise ein Viereck bildet, in welchem die gegentlbex<stehendeb 
Seiten gleich lamg sind), oder allgemeiner: wenn man eine Ebene 
dadurch erseugt, dass man von allen Ponkten einer zu Ghmnde 
gi^egten geraden Linie Parallele jBieht; so wird jede gei»de Laue, 
wdche von einem Paukte der Ebene mit der zu Gmnde gelegten 
Linie parallel gezogen wird, gana in die Ebene fallen« Nennen 
wir die lUchtung der eu Grande gelegten Linie nnd die der von 
ihr ans geaogenen Parallelen die Gnmdrichtungen der Ebene, so 
kOim^i wir sagen , dass jede g. L. , welche von einem P. der Ebene 
nach ^er Üirer Grundrichtungen gesogen wird, gana in dieselbe 
&Ue« Hieram lässt sich endlich folgern, dass jede gerade Linio, 
welche awei Punkte der Ebene verbindet, ganz in dieselbe fWt. 
Der Beweis kann ganz analog der Darstellung ia der abstrakten 
Wissensehaft, wie sie in § 19 gegeben ist, geflihrt werden. Wenn 
nSmlich andi hier aus einem Punkt der Ebene a ein anderer fi 
derselben Ebene , durch die Fortbewegungen a und b , welche den 
Grundrichtungen angehören, erzeugt wird, so kann man dnrch 
Wiederholung dieser und der entgegengesetzten Fortbewegungen, 



*) Hierbei ist immer festzuhalten, dass nach dem obigen unter ent- 
gegengesetzten Strecken immer gleiche, aber gegenläufige verstanden sind. 
Der Satz in der Form: „sind in einem Vierecke zwei Seiten parallel und 
gleich, so sind es «och die beiden andern,^ ist nicht mehr allgemein richtig, 
wenn man auch Vierecke mit sich schneidenden Seiten annimmt. 
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l^ftüfl oban 8^ iti» es in § 19 geeeigt w»r, ein« u&endliobe Reihe 
Ton Punkten erzeugen , weldie alle in Einer geraden Linie liegen 
und der gegebenen Ebene angeboren; indem man dann ß tm a 
«idi stetig anscblieisen Ittsst, erbllt man jene gerade Linie in 
ibrer Vollständigkeit , nnd indem man endlich den Begriff des Ent- 
sprechenden auf gleiche Weise wie dort anwendet, so kann man 
eine gerade Linie eraeagen, welche zwei beliebige in der Ebene 
gegebene Punkte verbindet und ganz in der Ebene liegt. Da nun 
swischen zwei Punkten nur Eine gerade Linie möglich kt , so muss 
auch jede gerade Linie , welche zwei Punkte der Ebene rerbindet, 
xnit der yorher zwischen denselben Punkten erzeugten zusammenfkllen, 
also auch ganz in die Ebene fallen. Diese Andeutungen mögen ge- 
ntigen, um einen vorläufigen Begriff zu geben von einem wissen- 
schaftlichen Anfange der Geometrie*). 

• § 24. Wir schliessen hieran eine Reihe von geometrischen 
Aufgaben , welche sich durch die in diesem Kapitel gegebene Me- 
tlKKle lösen lassen, und setzen dabei, ohne die Anwendung des 
Zirkels zu gestatten, nur voraus, dass man durch zwei Funkte, 
unter welchen aueh ein unendlich entfernter sich beifinden darf, 
«ine gerade Linie, und durch drei Punkte, die nicht in gerader 
Linie hegen, eine Eb^ie zu legen vermöge. Indem wir sagen, 
•dass im ersten Falle unter den beiden Punkten auch einer unendlich 
«BtfemA sein dürfe , so wollen wir damit ^e Forderung ausdrücken, 
mit einer gegebenen g. L. eine Parallele zu ziehen. Die genannten 
Forderungen sind überhaupt die einzig^i , die wir für den Theil der 
•Oeometrie, welcher dem ersten Theile unserer Wissenschaft ent- 
«pricht, aufstellen**). 



*) Vrgl. au diesem gansen Absebnilt (§ 1^ — 23) den Anhang I „Uel^er 
>das Verhältuiss der nichtenklidisob^i Geometrie zur Ansdehnuiigsleiire.* 
<1877.) 

**) Man pflegt die Forderung, mit einer gegebenen Linie eine Parallele zu 
•ziehen, nicht mit unter die Poatnlate der G^eometrie aufzunehmen ; allein wir 
haben dieselbe nur anzusehen als einen speciellen Fall der Forderung, zweiP. 
•durch eine g. L. zu verbinden. Will man diese Fetdemng nicht mit aufnehmen, 
«e bleibt die Reihe von Sätzen und Aufgaben, welche sich bloss auf das Ziehen 
^en g. L. beschränken, gftnzlich unfiruehtbar, indem man dann nicht einmal 
die Projektion übersehen kann , bei welcher ja endlich entfernte Punkte ins 
Unendliche rücken können und umgekehrt. 
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Auf g. 1. Eine Strecke AX zu zeichnen, wdcke einer gegebenen 

BC gleich und gleichläufig ist (vergL Fig. 7). 
Aufl. Man ziehe AD parallel BC und CE parallel BA, so ist 
der Durchschnittspunkt dieser beiden Linien der gesuchte Punkt 
X. Liegt insbesondere der Punkt A in der geraden Linie BC, 
so nehme man einen Punkt ausserhalb derselben D, mache nach 
dem so eben angegebenen Verfahren DE i^ BC und AF ijij: DE, 
so ist F der gesuchte Punkt X. 
A u f g. 2 . Eine Strecke in beliebig viele gleiche Theile zu theilen. 
Die Auflösung kann vermittelst der in der vorigen Aufgabe ge- 
gebenen Konstruktion auf die gewöhnliche Auflösung zurückgeführt 
werden. 

Aufg. 3. Den Punkt X zu finden, welcher der Gleichung [AX] 

= [BC] + [DE] genügt*) (vergl. Fig. 8). 
Aufl. Man macht AF#BC und FG#DE, so ist G der ge- 
suchte Punkt. 
Aufg. 4. Den Punkt X zu finden, welcher der Gleichung [AX] 
«= [BC] — [DE] genügt. 
Für die folgenden Sätze und Aufgaben will ich ein Paar neue Be- 
nennungen einführen, welche zur Erleichterung der Ausdrucksweise 
wesentlich sind , nämlich unter der Abweichung des Punktes A von 
einem andern B verstehe ich die Strecke BA mit Festhaltung ihrer 
Bichtung und Länge , und unter der Gesammtabweichui^g eines 
Punktes R von einer Punktreihe A , B , C , ... verstehe ich die 
Summe der Abweichungen jenes Punktes von den einzelnen Punkten 
dieser Eeihe, also die Summe [AR] -j- [BR] -j- [CR] -}-...,, wobei, 
wie sich von selbst versteht, der im Vorigen entwickelte Begriff der 
Summe zu Grunde gelegt ist. Hieraus ist von selbst klar , dass die 
Oesammtabweichung einer Punktreihe A, B, C . . . von einem Punkte 
R die Summe [RA] + [RB] + [RG] + . . . darstelle. Nun kann 
ich aus einer Gleichung 

1) [AB] + [CD] -f [EF] -f = 0, 



*) Ich bediene mich hier der in der abstrakten Wissenschaft einge- 
führten Bezeichnung der Strecken , indem ich unter [AB] die Strecke mit 
festgehaltener Richtung und Länge bezeichne, weshalb hier das Gleichheits^ 
seichen auch wieder das gewöhnliche ist **). 
**) Vergl. die Anm. zu S. 19. (1877.) 
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indem ich statt [AB] nach dem allgemeinen Begriff der Summe 
(§ 19.) schreibe [AR]4-[BB] oder [KB] — [EA], und ebenso statt 
[CD] den Ausdruck [BD] — [RC] einführe u. s. w. , und indem ich 
dann[EA], [RC], . . . mit umgekehrtem Zeichen auf die andere Seite 
bringe, die Gleichung ableiten : 

2) ...[RA] + [RC] + [RE] + ... — [RB] + [RD];4-[RF] + ..., 
wo beide Seiten gleich viel Glieder haben. Diese so einfache Um- 
gestaltung fuhrt direkt zu einer Reihe der schiHisten und einfachsten 
Sätze, wenn man nur noch bedenkt, dass man ans der zweiten 
Gleichung durch das rückgängige Verfahren wieder die erste ge- 
wiimen kann. Nämlich erstens: 

„Wenn die Gesammtab weichung eines Punktes R von einer 
Funktreihe, gleich der Gesammtabweichung desselben Punkte» 
von einer andern Punktreihe ist, welche aber eb^i so viel 
Punkte enthält, wie jene erste : so gilt dasselbe auch für jeden 
andern Punkt, der statt R gesetzt werden mag, und es ist feiner 
die Summe der Strecken , welche von den Pimkten der einen 
Reihe nach den entsprechenden der andern gezogen werden, 
gleich Null , wie man auch immer jene beiden Punktreihen als. 
. entsprechend setzen möge.^ 
Femer : 

„Wenn die Summe mehrerer (m) Strecken null ist, so bleibt 
die Summe auch null, wenn man die Anfangspimkte , oder 
auch die Endpunkte beliebig unter sich vertauscht (z« B. statt 
AB und CD setzt AD und CB), und zugleich ist die G«Bammt- 
abweichung der Endpunkte von jedem beliebigen Punkte R. 
stets gleich der Gesammtabweichung der Anfangspunkte von 
demselben Punkte R." 
Als besondere Fälle dieser allgemeinen Sätze erscheinen die, wo 
einige Punkte oder alle Punkte der einen oder der andern Reihe zu- 
sammenfallen. Fallen alle m Punkte der einen Reihe in einea 
Punkt S zusammen , so haben wir nun , da die Gesammtabweichung 
dieser m Punkte gleich der m-fachen Abweichung des einen Punkte» 
S ist, die Sätze in folgender Gestalt : 

„Wenn die Gesammtabweichung einer Reihe, welche m Punkte 
enthält, von einem Punkte R, gleich ist der m-fachen Abweichung 
eines Punktes S von demselben Punkte R, so gilt dasselbe auch 



^ 
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in Bezug auf jedea aodeni Ptmkt, der statt R gesetat werden 
mag, uad die GesMnmtabweiehung jener Punktreihe von dem 
Punkte 8 ist nall/ 
waA umgekehrt : ^ 

^Wenn die Gesammtabweichung eines Punktes S von einer 
Reihe von m Punkten null ist y so i»t die G^aammtabweiehimg 
irgfttd eines Punktes R von jener Reihe gleieh der m-fkchen 
AbweiohuBg diesseiben Punktes von 8." 
Aus dem leteten 8atze folgt , dass es ausser dem Punkte 8 keinen 
andern gebe, weioher denelben Bedingung gmittge; wir k^kmen 
ihn daher mit einem einfachen NaoMn beseichnen, und nennen 
ihn die Mitte jener Punktreihe*). Es ist also unter der Mitte 
«einer Punktreihe derjenige Punkt verstanden, dessen Gesammtab- 
^reielMing von jener Reihe null ist* Aus dem enten dieser beiden 
SlMaie ergiebt sich eine höchst einfache Konsttnktion der Mitte. 
l^Hmüoh ist die Mitte zwischen m Punkten zu suchen , so ziehe 
von irgend einem Punkte R die Strecken nach diesen Punkten, 
mache RS gleich dem m^ten Theil von der Summe dieser 
StsmA&i (nach Anfg. 3 und 2), so ist 8 die Mitte. Lässt man 
l)ei allen früheren Sätzen noch einige Punkte zusanunenfallen, 
.so erhält man mehrfache Punkte, oder Punkte mit zugehMgen 
Koefficienten , und fUr sie gelten noeh immer dieselben Sätze, 
S.B. : Skid m Punkte A| .... Am mit den zugehörigen Koefficienten 
4i| . « • . «Ol imd n Punkte B^ . . • . Bn mit den augehörigen Koef- 
fictcarten ß\ • * • ^ ßn gegeben , und ist zugleidi ft| -f- . . . . a^ «» 
ßi"^" *■ * ^ßat so wird immer, wenn die Gesammtabweichung des 
«ontem VerainB von io^nd einem Punkte R gleich der des zweiten 
von demselben Punkte, d. h. 

Ä,{RAt]4-....-f «fl, [RAm} — /^, [RBj] -f . . . .+Äi [RBn] 
miy dasselbe auch gelten Air jeden andern Punkt, der statt R ge- 
setat werden mag. •«— Und auf gleiche Weise könnten auch die 
tlibrigen Slltae umgestaltet werden. — Wir haben hier , um sogleich 
«ioe Uebersieht zu geben , vorgegriffen , indem wir den Begriff der 



*) Ich habe mich über den Gebrauch dieses Namens statt des sonst 
Üblichen des Osntrums der mittleren Entfernungen schon anderweitig gerecht- 
lortigt (Crelle*a Journal für die reine n. aagew. Mathematik Bd. XXIV.)» 
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1&M mt attfg«n(Hnmea haben , von «Um in der «bsti aktsa Wimen- 
^Aa£t bisher »«cfa mcbt die Bade sein konnte» 

§ 25. Die Anwendung unserer Wissenschaft auf die Statik 
und Mechanik ist vorzugsweise geeignet , die Bedeutung derselben 
ans Licht treten zu lassen. Betrachten wir zuerst, um das Ganze 
von Anfang an zu begründen , die Neuton'schen Grundgesetze , so 
besteht das erste *) aus zwei ungleichartigen Theilen, deren ersterer, 
•dass nämlich jeder ruhende Körper im Zustande der Buhe bleibt^ 
bis eine Kraft ihn in Bewegung setzt , in dem Begriffe der Kraft, 
als Ursache der Bewegung, liegt, während der andere Theil aussagt, 
dass jeder bewegte Körper, so lange keine Kräfte auf ihn einwirken, 
dieselbe Bewegung beibehält , d. h. dass er in gleichen Zeiten stets 
gleiche Strecken (im Sinne unserer Wissenschaft , also gleich lange 
und gleichläufige) beschreibt. Da diese fortgesetzte Bewegung als 
«ine fortdauernde Kraft erscheint , so können wir dies Gesetz noch 
einfacher so ausdrücken : 

„Jede Einwirkung einer Kraft auf die Materie ist zugleich die 
Mittheilung einer sich selbst stets gleich bleibenden (d. h. gleicb 
stark und parallel bleibenden) Kraft an dieselbe." 

Diese mitgetheilte und nach der Mittheilung der Materie einwoh- 
nende Kraft ist demnach wohl zu unterscheiden von der Elraft, 
welche auf die Materie einwirkt (ihren Sitz also anderswo hat). 
Das zweite Neuton*sche Grundgesetz **) enthält ebenfalls zwei un- 
gleichartige Theile , und jeder deririben enthlüt eine GruMlvoiiiiiiftp 
45peitziing', welebA aber in dem Nenton'schen Ausdrucke des Satees 
«twas rersteckt liegt. Nämlich ansser dem Zossmmenhaiii^e be- 
trachtet, scheint der Satz weiter nicbts awsagen zn wolkn, als 
da«B) wenn vereehiedene Kräfte auf dasselbe Theilchcu wirkend 
Ifedadit werden, die mitgetheilten Bewegua^en den Kräften pr^ 
frertkttal und gleichgerichtet seien; alieön dies wäre kein Gvond- 



*) »Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi an»- 
formiter in directum, nisi quatenas a viribus impres^is cogitur statom illum 
mutare.'' Kew. phil. nat. princ. Lex. I. 

**) „Mutattonem motns proportionalem esse vi motrici impressae et tf erl 
«ecundum Uneam rectam, qaa vis illa imptimitnr. * 
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gesets, sondern bloss die Anwendung des Begriffs der Kraft, indem 
die Kraft als snpponirte Ursache der Bewegung nur durch diese 
bestimmt und gemessen werden kann. Aber dass dies auch nicht 
der Sinn jenes Satzes sein soll, ergiebt sich aus dem Zusammen- 
hange, und es zeigt sich, dass derselbe einestheils aussagen soll,, 
wie dieselbe Kraft auf verschiedene Massen wirkt , und andemtheils^ 
wie dieselbe Kraft auf denselben Körper in verschiedenen Zuständen 
seiner Bewegung wirkt , d. h. wie die einwirkende Kraft sich mit 
einer andern, die dem Körper schon einwohnt, verbindet. Die» 
letztere wird so ausgedrückt , dass dann die Veränderung der Be- 
wegung in der Eichtung , in welcher die Kraft wirkt , mid ihr pro- 
portional erfolge. Fjjisst man diesen Begriff der Veränderung der 
einwohnenden Kraft durch die hinzutretende genauer auf, so ist er 
nichts anderes, als was wir unter der Addition verstanden, sobald wir 
uns die Kräfte als Strecken vorstellen. Wir fassen daher diesen 
Theil des Grundgesetzes besser so auf: 

„Zwei demselben Punkte mitgetheilte Kräfte summiren sich." 
Der andere Theil jenes Gesetzes verwandelt sich, wenn wir das aus- 

« 

scheiden, was schon im Begriff der E^aft liegt, oder aus ihm gefolgert 
werden kann, in das Grundgesetz : 

„Zwei materielle Theilchen, welche von irgend einer bewegenden 
Kraft gleiche Einwirkungen erleiden, erleiden auch durch jede 
andere bewegende Kraft gleiche Einwirkungen." 

Zwei solche Theilchen, die wir uns als Punkte, oder als Theile 
von unendlich kleiner Ausdehnung vorstellen können, nennen wir 
dann an Masse gleich. Dass dies Gesetz die eigentliche Grrundlage 
ist von jenem Theil des Neuton'schen Grundgesetzes, würde sich 
durch eine genaue Analyse desselben leicht ergeben . der Nachweia 
würde mich jedoch hier zu weit ftlhren. Doch ist es wichtig , zu 
bemerken , wie wir hierdurch zu einem bestimmten und aJlgemeineii 
Maass der Kräfte gelangen, indem wir die Kraft gleich setzen 
können der Strecke, welche ein materielles Theilchen, dessen 
Masse als Einheit der Massen zu Grunde gelegt ist , in der Zeitein- 
heit beschreibt , wenn jene Kraft ihm dauernd einwohnt , d. h. die 
Kraft, welche der Masseneinheit einwohnt, ist gleich ihrer Ge- 
schwindigkeit. Das dritte Neuton'sche Gesetz endlich , von der 
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Oleiehheit der Wirkimg und Gegenwirkung*), können wir so aocK 
drücken: 

„Wenn zweiTheilchen von gleicher Masse auf einander wirken^ 
so bleibt die Summe ihrer Bewegungen stets dieselbe, als wenn 
sie nicht auf einander wirkten.^ 
Es ist übrigens klar, wie die vier so eben dargestellten Gresetze 
von der BehaiTung , der Summation der Kr&fte , der gleichen Masse 
tmd der gegenseitigen Einwirkung ins Gresammt nur Ein Haupt* 
gesetz darstellen, nämlich, dass die Krftfte sich in ihrer G^sammtheii 
erhalten. Das Beharrungsgesetz sagt die Erhaltung der einzelnen 
Kraft an dem einzelnen Theilefaen aus , das Stmimationsgesetz die 
Erhaltung zweier Kräfte an dem einzelnen Theilehen in. ihrer 
Summe, das letzte die Erhaltung der Gesammtkxaft bei gegen- 
seitiger Einwirkung, welches wiederum schon das dritte voraussetzt ; 
denn das dritte lehrt , indem es den Begriff der Masse begründet, 
die G«sammtkraft eines Vereins von Punkten durch Addition der 
Kräfte, welche die einzelnen an Masse gleichen Punkte erfahren, 
finden. 

§ 26. Daher können wir durch Kombination dieser Sätze so- 
gleich den allgemeinen Satz aufstellen : 

„Die Gesammtkraft (oder die G^sammtbewegung) , die einem 
Verein von materiellen Theilehen zu irgend einer Zeit ein- 
wohnt, ist die Summe aus der Gesammtkraft (oder der Ge- 
sammtbewegung) , die ihm zu irgend einer früheren Zeit ein- 
wohnte, imd den sämmtlichen Kräften, die ihm in der Zwischen- 
zeit von aussen mitgetheilt sind ; wenn nämlich alle Kräfte als 
Strecken aufgefasst werden von konstanter Biohtung und Länge, 
und auf an Masse gleiche Punkte bezogen werden." 
Die einwohnende Kraft und die einwohnende Bewegung sind näm- 
Hch nach dem vorigen § id^itisch. Der Beweis dieses Satzes liegt 
in den Grundgesetzen , wie wir sie vermittelst der Begriffe unserer 
Wissenschaft umgestaltet haben, vollständig vorbereitet. Jede ein- 
zelne Ejraft erhält sieh , jede neu einwirkende Kraft summirt sich, 
und die gegenseitigen Elräfte je zweier P. von gleicher Masse än- 



*) Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem, sive corporum 
dnorum actiones in se mntao semper esse aeqoales et in partes contrarias dirigL 
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dam die Oesnomtkrait beider Ptmkite nicht , »bo Undoom «neb die 
sftmmtlichen gegenseitigen Kräfte des ganzen Punktvereins 4iQ Q^ 
smnintkral^ deaselben nicht. Eine apeei^e Folgefang dieses 
Sstses kt die, daas, so lange keine Kraft vca aussen hinwitritt, 
die Gesammtkraft , oder die Ghemmmtbeireguag , die dem Verein 
einvoluity konstant bleibt. Ist p die O^sanuntkraft , die ein^a 
Verein ^on m aa Masse gleichen Funkten, deren Mimm wir ab 
Binheot m Ornnd« legen, na ii^nd einer Zeil einwohat, md 

«4 «m sind die Lagen dieser Punkte za jener Zeit, uaä 

fii ßm. sM die Lagen , worin dieselben noch Verlauf einer 

Zeiteinheit übergehen würden, wem die GeBfonnitkraft konstant 
bliebe, so haiben wir die Gleickaag 

Wir wollen nun alles auf einen Punkt des Systems beeieken, <tei^ 
wir aber vorläufig noch ganz odbestinavt lassen, und naobher so 
besti»nien wollen, dass seine Bewegung sich voUstilndig exj^ebl« 
Es luibe dieser Funkt zu j^ier Zeit iie Lage a; bei konstent^ 
Gesammtkraft gehe nach einer Zeiteinheit a in ß über , so hat man 

KA]-«[«i«]+M4-[M] 

nach der allgemeinen Definitiü» der Sumane. Da mm , wenn m$>n 
auf diese Weise in aUe Glieder dev Gleijohnaog (1) substituirt ,. [aß] 
selbst m^mal Terkonuntt, so erhält man 

Bestimmen wir nun den Punkt a als Mitte der Punkte ai . . . . On 
und ß als Mitte voon ß^ , , . . ß^, so falliNi die Summeng^eder weg, 
weil die Gesammtabweickinng einer Punktreihe Tvm ihrw Kitte nach 
§ 24 null ist, und man Iwt 

3) m[«^]«pp oder [ttß]^-^ 

du h., wenn wir statt desNameas der Mitte den in derStetik üblichen 
des BobwerpunktBs einführen , und m die Masse des gsazen VereiM 
nennea: 

^Ber Weg, den der Schwerpunkt in der Zeiteinheit beeehr^^ 
wiüirde, wenn diedem Veveu» einwokeeede Gesammtkraft wHusend 
derselben konstant bliebe -**^ oder kttrser ausgedrückt, dSe Gi«r« 
schwindigkeit des Schwerpunktes — ist gleich der Gesammt- 
kraft dividirt durch die Masse/' 
Da nun dieselbe Gl/sicbuiig (3^) a^eb stattfinden wturde, w^nn 



sämmdiche mPoakte ia emem Punkte Tvmnigi 'wären, co kann man^ 
sagen: 

„Die Bewe^aag dea Schwerpvaktes «üms ByMmm ist dmribe^ 
&k ob die gesMBinte Masse ihm einw^mte, und sämmtiicb» 
KiälbBy die aa£ daa Bjstmn wirken, auf ilm allein emwirkleiL^ 
§ 21. Mit dieser so böclut eurfaches BemisAihnuig iit alle» 
dargestellt , was in den bisherigen LehrbücheEsi der Mechaaik Ter* 
mi^elrt weitläyfiger Bechnungsappacato abgeleitet wird, und w«e 
wir a. B. ia £a Oramg^ mic a»* j^ 45 — 48 und S57 -*- 862 der 
letzten Ausgabe entwickelt finden. "*- Und annre Entwickeknig' 
würde noch eiafaeher aosgelallen sein, wenn wir uns dar ia den, 
folgenden Kaptlda * entwickelten Begnffe and Becfanaagigesetze 
hatten bedienea können. Aber der weseattiehite Vorang unserer 
Methede ist nicht der der Kurse, soBdem vieinie hr der, dass jeder 
Eottsohriti ia der Beehnung augleich der reine Ausdruck des be- 
grifflichen Fortschreitens ist, während bei der bisherigm Methode 
der Begriff durch Einführung dreier willkührlicher Koordinatenaaen 
güAittch ia den Hintergrund gestellt wird. Und ich kann hoffen, . 
sidien durch die hier gogebena Eatwiokehmg diesen Verzag der 
neaea Aaalyae zar Anaehaanng gebracht zu haben, obgleich den9elbe^ 
bei jedem Fortsehiitt In unserer Wiaseasidiaft in ein innner helleres 
Licht treten wird , and erst nach VeUendnng des Ganaen m seiner 
vollen Klarheit hervortret^a kann. 



Zweites Kapitel. 

Die ftuesere Multiplikation der Strecken. 

§ 28. Wir gehen zuerst ren der Greometrie aus, um aus ilur 
die Aae;logie zu gewianea, nach welcher die abstrakte Wieeen«- 
sehaift fortschfieiAea muss, and sogleich eine anschanÜche Idee vor 
Angen au haben, welche uns dureh die nnbekanntea und eft be- 
sehwerliehea W<^e der abstiaklea Entwickelung geleaAe. Wir ge« 
langen von der Streeke an einesa raomliohea ßebiUe hA»rer 
Stafe , wenn wir die ganae SAreeke , d. h. jeden Punkt darodbenk 
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•eine neae der ersteren ungleichartige Strecke besehreiben lassen, 
so dass also alle Funkte eine gleiche Strecke konstruiren. Der 
so erseugte Fläcfaenraum hat die Grestalt eines Spathecks (Parallelo- 
gramms). Setzen wir nun zwei solche Flächenräume, die derselben 
Ebene angehören, als gleich bezeichnet, wenn man beim üebergang 
aus der Kichtnng der bewegten Strecke in die Kichtung der durch 
die Bewegung konstruirten, beidemale nach derselben Seite hin (z. B. 
beidemale nach links hin) abbiegen muss , als ungleich bezeichnet, 
wenn nach ^itgegengesetzter, so ergiebt sich sogleich nachstehendes 
-eben so einfache als allgemeine Gesetz : 

„Wenn in der Ebene eine Strecke sich nach einander um be- 
liebige Strecken fortbewegt , so ist der gesammte dadurch be- 
schriebene Flächenraum (wenn man die Vorzeichen der ein- 
zelnen Flächentheile in der angegebenen Weise setzt) eben so- 
gross, als ob sie sich um die Summe jener Strecken fortbe* 
wegt hätte." 
Oder 

„Wenn in der Ebene eine Strecke sich zwischen zwei festen 
Parallelen fortbewegt, sodass sie zu Anfang in der einen, zuletzt 
in der andern liegt, so ist der dadurch erzeugte gesammte 
Flächenraum stets gleich gross, auf welchem (geraden oder ge- 
brochenen) Wege sie sich auch dahin bewegt haben mag, so 
bald man nur das angenommene Zeichengesetz festhält. ^ 
Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem genannten Satze , dass Pa- 
rallelogramme , die von derselben Grundseite aus bis nach derselben 
Parallele hin sich erstrecken , gleichen Flächenraum haben. Wie 
hieraus jener Satz hervorgeht, ergiebt sich leicht aus der Figur 
(vergl. Figur 9). Betrachtet man nämlich zuerst die unendlichen 
geraden Linien ab und cd als die festen Parallelen, und ver- 
gleicht die Flächenräume, welche entstehen, wenn sich ab einer- 
seits um die Strecke ac, andererseits um die gebrochene Linie aec 
bewegt, so ist der Anblick der Figur hinreichend, um sich ver- 
mittekt des angeführten Satzes von deren Gleichheit zu über- 
zeugen. Aber ebenso wenn man die Parallelen ab und ef als die 
festen betrachtet, und die Flächenräume vergleicht, welche ent- 
stehen, wenn sich ab einestheils um ae, andemtheils um ae und dann 
um ce fortbewegt , so überzeugt man sich leicht von der Richtig- 
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keit des obigen Satzes attoh fbr diesen Fall , w«na man nur festhält, 
dasB die Fläcbenrltume, welche durch Bewegung der Strecke ab nach 
den Richtungen ac und ce entstehen, entgegengesetst beseichnet sind, 
zu ihrer Summe also den Unteiechied der abs<duten FläG&enrttume 
haben. Daraus fliesst dann durch wiederholte Anwendung der bu 
erw^ende Satx. 

§ 29. Es ist an sich klar, dass die angeführten Sätze (aus 
denselben Gründen) auch gelten, wenn man in den Spathecken, aber 
dann auch in allen gleichzeitig , die bewegte Seite und die die Be- 
wegung messende gegen einander austauscht. Also hat man den 
Satz: 

„Der Flächenraum, den in der Ebene eine gebrochene Linie 
beschreibt , ist gleich dem der geraden Linie , welche mit jener 
gleichen Anfangspunkt und Endpunkt hat^ 

oder: 

„Der gesammte Flächenraum , den in einer Ebene die Seiten 
einer geschlossenen Figur bei ihrer Fortbewegung beschreiben, 
ist allemal null." 

Ans den Sätzen dieses und des rorigen § folgt , vermittelst der in 
der allgemeinen Formenlehre § 9. entwickelten Begriffs, dass die* 
jenige Veiknilpfinig der beiden Strecken a und b , deren Ergeboiss 
der durch die Bewegung der ersten um die zweite erzeugte Flächen- 
r&um ist, eine multiplikative sei , weil , wie sich sogleich zeigt , die- 
jenige Beziehung zur Addition für sie gilt, welche eine Verknüpfung 
als multiplikative bestimmt. Nämlich wählen wir für den Augen- 
blick noch das allgemeine Yerknüpfungszeichen (^) zur Bezeichnung 
j^aer Yerknüpfongsweise , und schreiben die bewegte Strecke voran, 
so hat man nach dem vorigen § 

a'^(b-}-c)«ssa'^b-}-a'*c 
und nach den Sätzen dieses § 

(b -}" c) '* * •" b ^ a -|- c^^ a. 
Und dies waren nach § 9. die Beziehungen , welche eine YerknÜ- 
pfting als multiplikative bestimmen. Die besondere EigenthttmHch- 
keit dieser Multiplikation und die darauf begrflndete Benennungs- 
iind Bezeichnungsweise wollen wir in der streng wissenschaftlichen 
Darstellung angeben. 

4 
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§ 30. In der hier dargestellten Beziehung liegt die bm^dteste 
Bechtfertigung des von uns im vorigen Kapitel aufgestellten Addi- 
tionsbegriffes. In der That , wenn man eine Gleichung hat , deren 
Glieder Strecken in derselben Ebene j aber von ungleicher Richtung 
sind, und welche nicht mehr gilt , wenn man statt der Strecken ihre 
Längen setzt, und so die Gleichimg zu einer algebraischen madit, «» 
können wir diese scheinbare Disharmonie zwischen geometrischen 
und algebraischen Gleichungen sogleich aufheben, wenn wir das 
ganze System jener Strecken in derselben Ebene fortbewegen, und 
die dadurch entstehenden Flächenräume in die Gleichung einführen, 
oder anders ausgedrückt , wenn wir die Gleichung mit einer Strecke 
derselben Ebene multipliciren. Für die so entstehenden Flächen- 
räume gilt nun, wie wir so eben nachwiesen, die angenommene 
Gleichung auch in algebraischer Weise, sobald man nur das an- 
gegebene Zeichengesetz beobachtet. Auch ist klar , dass erst jetzt, 
da die Flächenräume als Theile derselben Ebene einander gleichartige 
geworden sind, der Begriff der algebraischen Addition anwendbar 
sein kann. Jene scheinbare Disharmonie besteht indessen noch 
fort , wenn die Strecken nicht alle in einer Ebene lagen , eben weil 
dann die durch Fortbewegung entstandenen Flächenräume auch ver- 
«chiedenen Ebenen angehören , und also selbst noch als verschieden- 
artig angesehen werden müssen. Offenbar wird diese Verschiedenr 
artigkeit nun aber aufgehoben, wenn man die Gesammtheit jener 
Flächenräume noch nach einer andern Jßichtuag bewegt, und die da- 
durch entstehenden Körperräume betrachtet, da diese, als demselben 
Einen unendlichen Eaume angehörig, einander gleichartig sind. Und 
man übersieht leicht genug , dass , wenn man von der Gleichheit der 
Spathe (Farallelepipeda) ^) , welche zwischen denselben parallelen 
Ebenen liegen , ausgeht , man auf gleiche Weise für sie , wie vorher 
für die Spathecke (Parallelogramme), die algebraische GtQtigkeit 
der auf die angegebene Weise entstandenen Gleichungen beweisen, 
und überhaupt die den obigen entsprechenden Sätze aufstellen kann. 
Nachdem wir so den Begriff der Multiplikation für die Geometrie 
zur Anschauung gebracht haben , so können wir nun zu imserer 



*) Der AxLsdrnck Späth statt Parallelepidam bedarf wohl kaum einer 
Rechtfertigung) aus ihm ist der Name Spatheck hergeleitet. 
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Wissenschaft zarttckkehren, um in ihr den rein abstrakten, von aller 
Betraehtnng des Eaumes unabhängigen Weg zu verfolgen. 

§ 31. Im ersten Kapitel betrachteten wir die Ausdehnungen, 
wie sie durch einfache Erzeugung aus dem Elemente hervoi^ngen ; 
und die Verknüpfung dieser Ausdehnungen , safem dadurch wieder 
Ausdehnimgen derselben Gattung , d. h. solche , die ihrerseits wie^ 
der durch einfache Erzeugung aus dem Elemente ableitbar sind, 
entstanden, haben wir vollständig der Betrachtung unterworfen, 
und nachgewiesen, dass dieselbe als Addition oder Subtraktion 
au&ufassen sei. Die weitere Entwickelung fordert also die Erzeu- 
gung neuer Gattungen der Ausdehnung. Die Art dieser Erzeugung 
ergiebt sich sogleich analog der Art, wie aus dem Elemente die 
Ausdehnxmg erster Stufe erzeugt wurde , indem man nim auf gleiche 
Weise die sämmtlichen Elemente einer Strecke wiederum einer 
andern Erzeugung unterwerfen kann; und zwar fordert die Ein* 
fachheit der neu zu erzeugenden Grösse die Gleichheit der Erzen- 
g^gsweise fttr alle Elemente, d. h. dass alle Elemente jener 
Strecke a eine gleiche Strecke b beschi^iben. Die eine Strecke a 
erscheint hier als die erzeugende, die andere b als das Maass der 
Erzeugung , und das Ergebniss der Erzeugung ist , wenn a und b 
ungleichartig sind , ein Theil des durch a und b bestimmten Syste- 
mes zweiter Stufe , muss also als Ausdehnung zweiter Stufe aufge- 
fasst werden. Wollen wir nun , wie es der Gang der Wissenschaft 
fordert , dass die Ausdehnung zweiter Stufe zu dem System zweiter 
Stufe dieselbe Beziehung haben soll, wie die Ausdehnung erster 
Stufe zu dem System erster Stufe, so muss zuerst das System 
zweiter Stufe als ein einfaches , d. h. aus gleichartigen Theilen be- 
stehendes angesehen, und in diesem Sinne die Ausdehnung zwei- 
ter Stufe als Theil dieses Systems und als wieder Theile desselben 
in sich enthaltend aufgefasst werden , woraus denn folgt , dass zwei 
Ausdehnungen zweiter Stufe, welche demselben Systeme zweiter 
Stufe angehören, als gleichartig erscheinen und daher, wenn sie 
in demselben Sinne erzeugt sind , zur Summe die Yereioigung bei- 
der zu Einem Ganzen haben. Wir bezeichnen nun das auf diese 
Weise aus a und b entstandene Erzeugniss vorläufig, nämlich so 
lange , bis wir die Art dieser Verknüpfung näher bestimmt haben, 

mit a^b, und verstehen vorläufig „unter a^b, wo a und b Strecken 

4* 
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flind, diejenige Ausdehiraxig , welche ersengt wird, wenn jedes 
Element von a die Strecke b eraseugt , und xwar diese Ansdelinnng 
als ein den übrigen gldiehartiger Theil das Sjnitemes zweiter Stufe 
anfgefftsst/' Diese Definition dehnen wir nun auf beliebig viele 
Olieder ans, und verstehen vorlUnfig: ^unter a^b^c«, wo a, b, c. . 
beliebig viele, etwa n, Strecken sind, diejenige Ansdehiiung, welche 
entsteht, wenn jedes Element von a die Strecke b erzeugt, jedes 
der so entstandenen Elemente die Strecke c erzeugt u. s. w. , und 
zwar diese Ausdehnung als allen übrigen Theilen desselben Systemee 
n-ter Stufe gleichartig gesetzt. Wir nennen die so erzeugte Aus- 
dehnung eine Ausdehnung n-ter Stufe. ^ 

§ 32. Da die Ausdehnungen n^ter Stufe , sofern sie den- 
selben Systeme n-ter Stufe angehören, einander gleichartig gesetzt 
wurden , so gilt fOr sie der Begxiff , den wir in § 8 Air die Summe 
des Gleichartigen angestellt haben, dass sie nämlich, wenn das 
Gleichartige auch in gleichem (nicht entgegengesetztem) Sinne er- 
zeugt ist, das Ganze sei, zu dem jene gleichartigen Summanden 
die Theüe bilden. Somit gelten auch sämmtliche Gesetze der 
Addition und Subtraktion für diese Verknüpfung der gleichartigen 
Auadehnuagen. Um daher die Beziehung der im vorigen Paragra- 
phen dargestellten neuen Verknüpfnngsweise zur Addition aufzu- 
fiMsen , werden wir zunächst die Addition gleichartiger Grössen in 
Betracht ziehen. Es ergiebt sich hier unmittelbar , wenn A und A^ 
zwei gldidbartige und zwar audi in gleichem Sinne erzeugte Aub- 
dehnungsgröBsen von beliebiger Stufe sind , und b eine Strecke dar- 
stellt, dass allemal 

(A-f Ai) - b=a A - b-f-Ai ^ b 
ist, wo auch wiederum A^^b und A|'^b gleichartig sind, und wo 
das Verknüpfungszeichen die neue Verknüpfungsweise darstellen 
«oll. Da nämlich (A-|-A|) das Ganze ist aus A und Aj , so bedeutet 
(A4*Ai)^b die Gesammtheit der Elemente, welche entstehen, wenn 
jedes Elem^t von A imd von A| die Strecke b erzeugt, oder, was 
dasselbe bedeutet , wenn jedes Element von A die Strecke b erzeu|^ 
und ebenso jedes Element von A|, d. h. : es ist gleich A'^b-f-Aj '^b. 
Ebenso folgt aber auch, dass 

A-(b+bi)— A-b+A-bi 
ist, wenn b und b| in gleichem Sinne erzeugt sind. Denn A^(b-{*bi) 
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bedeutet die Gesammtheit der Elemente, welche liervorgebea^ wenn 
jedes Elemoit von A die Strecke (b-j-bj) erzeugt, d. h. wenn 
jedes Element von A aiiertt die Strecke b eraei^ , tmd dam jedes 
der um b geänderten Elemente von A die Strecke b^ erzeugt. 
Wenn zuerst jedes Element tcku A die Strecke b erzeugt y. so ist 
die Gesammtheit der so erzeugten Elemente A^^b; alsdann sali 
jedes der Elemente von A, nachdem es sieh mn b geändert hat,. 
die Strecke b^ erzeugen. Nun haben wir aber in § 20 gezeigt^ 
dass, wenn alle Elemente einer Strecke sich um gleich viel än- 
dern, die so hervorgehende Strecke der ersteren gl«ch sei. Das^ 
selbe werden wir mm auch auf Ausdehnungen beliebiger Stufen 
übertragen können, da diese nämlich als Yerkntlpfai^n von 
Strecken dargestellt sind , also als gleich betrachtet werden müssen^ 
wenn die Strecken es sind, durch deren Verkntlpfung sie gebildet 
sind. Also wird die AusdehnungsgrÖsse A , nachdem sich alle ihr» 
Elemente um b geändert haben , noch sich selbst gleich geblieben 
sein. Wenn also alle Elemente von A, nachdem sie sich um b 
geändert haben, die Strecke b^ erzeugen, so wird dieselbe Aus*- 
dehnungsgrösse hervorgehen , als wenn alle Elemente von A isnmit- 
telbar die Strecke b^ eraeugt hätten, d. h. es wird die Auadeh»« 
nungsgrösse A^bj^ hervorgehen. Also werden im Ganzen die Ausr 
dehnungen A^^b und A'^b]^ erzeugt, und ihre Gresammtheit wird 
gleich A^ (b •*]- b ]) sein, d. h. 

A^(b-^bi) a=s A'^b•^ A^b|. 
Es ist klar, dass man duroh wiederholte Anwendung dieaes Be-< 
Ziehungsgesetzes dasselbe auf beliebig viele Faktoren ausdehnen 
kann. Da dies Gesetz nach § 10 das Grundgesetz der MQltiplik«tio& 
ist, so werden wir sagen, die neue Verknttpfungsweise habe zur Ad<* 
dition des in gleichsoi Smne erzeugten die mukiplikative BeiMttmgy 
somit werden auch alle daraus abgeleiteten Gesetze (§ 10) hier 
gelten, und namentlich das Grundgesetz auch bestehen blsilton^ 
wenn mnige der Grössen negativ, also mit d«i positivooi in eat- 
gegengesetztem Sinne erzeugt sind. Nun haben wir das in gleichem* 
und das in entgegengesetztem Sinne erzeugte unter dem Namens 
des Gleichartigen zusammengefasst (§ 8), und werden also sagen 
können, unsere Yerknüpfungsweise habe überhaupt zur Addition 
des Gleichartigen die Beziehung, welche der Multiplikatkai im 
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Yerhältniss snr Addition zukomme*). Hiermit ist nun unsere 
Yerknfipfttng nach § 12 als Multiplikation nachgewiesen, und wir 
führen daher für sie auch sogleich die multiplikative Bezeichnung 
ein. Es ergiebt sich nun unmittelbar aus dem im vorigen § ge- 
gebenen Begriffe dieser Yerknüpfungsweise , „dass ein Produkt , in 
welchem zwei Faktoren gleichartig, oder überhaupt in welchem die 
n Faktoren von einander abhängig sind, d. h. einem System von 
niederer Stufe als der n-ten angehören, als null zu betrachten 
ist;" hierzu gehört auch der Fall, wo einer der Faktoren null ist, 
sofern einerseits die Null immer als abhängig gedacht werden kann, 
andererseits das mit ihr gebildete Produkt null ist. Aber auch 
umgekehrt folgt, „dass, wenn die Faktoren von einander unabhän- 
gig sind , das Produkt immer einen geltenden Werth habe ," indem 
es dann einen bestimmten Theil jenes Sjstemes n-ter Stufe dar- 
stellt. Es bleibt uns nur noch übrig, zu zeigen, dass jene Be- 
ziehung auch für die Addition ungleichartiger Strecken gtütig sei. 
Dies darzuthun , soll nun die Aufgabe der folgenden Paragraphen 
sein. 

§ 33. Diese allgemeine Beziehung beruht bei zwei Faktoren 
wesentlich auf dem Satze , dass wenn b und b| gleichartige Strecken 
«nd, 

(a-j-bi) . b =sx a . b, und b . (a-|-^) =»* b . a 
sei. Es sei, um dies zu erweisen , a =» [aß] , wo a und ß Elemente 
sind (vergl. Fig. 10) , und bi «■ (ßy] also a-|-bi ^ [ay] nach der 
Definition der Summe (§ 19). Femer sei 

b = [««'] - W] - [nl 

Nach dieser Bezeichnung ist nun die Ausdehnung [aßß'a], wenn 
wir darunter die von den Strecken aß, ßß", ß^a\ da begränzte 
Ausdehnung rerstehen, gleich a.b und die Ausdehnung [a)7'a] 
gleich \ay\ . b , d. h. gleich (a-f-bi) . b , und die Gleichheit dieser 
beiden Ausdehnungen bleibt also zu erweisen. Vermöge der vor- 
ausgesetzten Gleichartigkeit von b und bf sind /?, y, /T', y Ele- 
mente desselben Sjstemes erster Stufe, und wenn wir zunächst 
voraussetzen, dass b und b^ auch in gleichem Sinne erzeugt sind 



*) Vergl. hier überall § 12, wo das gleiche Eingehen der Theile in die 
Verknüpfnng zum Princip der Entwickelung gemacht ist. 
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(§ ^) ) so ,ist [ßy] in gleichem Siane enseugt mit [yy] , d. h. / 
liegt swischen ß und /' *) , und ebeoso ist [ßfl^] in gleichem Sinne 
erzeugt mit [ßY']y ^^^ nilmlich dies letztere nach § 20 gleich 
1^] ist, also liegt auch ß' zwischen denselben beiden Elementen 
ß und /', und diese letztem sind also die äussersten von den ge- 
nannten vieren. Daraus folgt, dass 

[aßfra]^[aßY'cc']-[a^r'] 
und 

[ayr'tt']^[aßr'a']-[aßr] 
sei. Nun sind aber die Ausdehnungen aßy und aß^y einander 
gleich, weil die letztere aus der ersteren durch Aenderung aller 
Elemente um die Strecke b hervorgeht , und dabei nach § 20 alle 
Strecken gleich bleiben , also auch die Ausdehnungen zweiter Stufe, 
indem jede solche nur eine Gesammtheit von Strecken darstellt. 
Somit werden auch die Ausdehnungen [ccßß^a] und [ay/cc] ein* 
imder gleich sein, da sie aus dem Gleichen auf dieselbe Weise 
entstanden sind ; d. h. 

a.b — (a-fbi).b**). 
Dieser Beweis ist zunächst nur für den Fall geführt, dass b und b| 
in gleichem Sinne erzeugt sind; um die Gtlltigkeit desselben Ge* 
setzes auch für den Fall der in entgegengesetztem Sinne erfolgten 
Erzeugung darzuthun, sei a-}~b|a«c, so ist a^ac — b| und wir 
erhalten 

c.b*»(c — bi).b oder ««(c-l-C — bi)).b, 
d. h. das eben dargestellte Gesetz gilt auch , wenn die eben durch 
b und bi bezeichneten Strecken in entgegengesetztem Sinne er- 
zeig sind, also tlberhaupt , wenn sie gleichartig sind. Ganz genau 
auf dieselbe Weise folgt nun auch , dass, wenn b und b | gleichartig 
sind, auch 

b.(a-f-bi)«-b.a 
«ei. Ist hier a gleich null , so hat man b . b] gleich null ; d. h. 
das Produkt zweier gleichartigen Strecken ist null, wie dies auch 
aus dem Begriff unmittelbar hervorgeht. 



*) Die Bedentang des hier gebrauchten bildlichen Ausdracks in der 
abstrakten Wissenschaft ist wohl an sich klar. 

**) Es ist leicht zu sehen , dass dies nnr der auf die abstrakte Wissen- 
«chaft übertragene Beweis für den entsprechenden geometrischen Sats ist. 
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§ 34, Dasselbe läast sieh nun «udbi erweisen, wenn in emesn 
Produkte ans mehreren Faktoren irgend zwei auf einander folgende 
Faktoren auf die angegeb^ie Weise aeinitöckt sind. Nämlich da da« 
Gleiehe mit dem Gleichen auf dieselbe Weise verknüpft wieder 
Gleiches giebt (§1), so muss auch, weinn P irgend eine Faktoren- 
reihe bezeichnet 

(a+bi).b.P=«a.b.P 
sein. Demnächst lässt sich zeigen, dass bei Yertauschung der 

Faktoren der absolute Werth derselbe bleibt. Nämlich a . b . c 

bedeutet die Ausdehnung, welche aus einem als Ursprungs^iement 
gesetzten Momente dadurch hervorgeht, dass dasselbe zuerst die 
Strecke a erzeugt, dann jedes Element dieser Strecke die Stceeke 
b , dann jedes so entstandene Element die Strecke c erzeugt u. s. w. 
Alle Elemente der so gebildeten Ausdehnung gehen somit aus 
dem angenommenen Ursprungselemente durch Aenderungen her* 
vor , welche mit a , b , c, . . . gleichartig sind , aber deren Grösse 
nicht überschreiten, und die Gesammtheit der so erzeiigbaren 
Elemente ist eben jene Ausdehnung. Da es nun auch für's Resultat 
gleichgültig ist, im welcher Beihenfolge diese Aenderung^ sich 
an einan^ schliessen (§ 17), so wird man von demselben Ur- 
sfvung^elemente aus bei beliebiger Reihenfolge der Fektoven. 
a , b , e , . . . stets zu derselben Gesammtheit von Elementen ge- 
langen, welche die Ausdehnung konstituiren ; d. h. alle solche^ Pro- 
dukte werden denselbea absoluten Werth darstellen. Es we^en 
al^o die örüher für die ersten beiden Faktoren solcher Produkte 
eirwiesenen Gesetze für je zwei andere Faktoren auch gelten, so- 
fern nur die Vorzeichen entsprechend gewählt werden dürfen» J>kt 
Voiseichen können nur ia so fern willkürlich gewählt werden, als- 
sie noch nicht durch Definitionen bestimmt sind. Auf dieselbe 
Weise nun , wie wir für zwei Faktori^ die Zeichen nur so wählen 
konnten, dass auch dem Zeichen nach 

(a-[-b|).b=aa.b und a.(b-|-ai)=5a.b 
wurde, auf dieselbe Weise werden wir auch, wenn beliebig viele 
Faktoren vorhergehen, diese Zeichenbestimmung festhalten, imd 
also nicht nur dem absoluten Werthe nach, sondern auch dem 
Zeichen nach 

P.(a + bi)-t = P-a-b und P.a.(b4-ai) — P.a.b 
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ietsen müssen , wo P ein Produkt voä beliebig Tielea Faktoren vor^ 
stellt. B« dieselbe Beziehung «och foribest^t , wenn noch belieblg^ 
viele Faktoren folgen, so haben wir fltbr diese besondere Art der Mul- 
tiplikation das Gesetz gewonnen , daas man , wenn ein Faktor einen 
Summanden enthält , welcher mit eiaem der angrttnaenden Faktoren 
gleichartig ist, diesen SummaBden weglassen kann^ worin denn schon' 
liegt, dass, wenn awei aneinaader gr&naende Faktoren gleichartig' 
werden, das Produkt null wird. Dies Gesetz, in Verbindung mit der 
allgemeinen multiplikativen Beaiebung zur Addition des Gleichar- 
tigen , bedingt alle ferneren G^etze dieser bescmderen Art der Mul« 
tipUkatien, die wir hier betrachten, und kamt daher als Graadgesel» 
ftr dieselbe an%efasiG|^ werden. Wir nennen diese Art der McdtipH-' 
kation eine äussere , und wählen als specifisches Zeichen f^r sie den 
Punkt , während wir das unmittelbare ABeiaanderschreiben als all- 
gemeine Multiplikationsbezeieluiung festhalten*)« 

§ 35. Aus diesem Grundgesetze nun und jenem Beziehuiigs*^ 
gesetze leiten wir die übrigen Gesetze ^eser Multiplikation auf rein 
fonnelle Weise ab. Man hat dusdi Kombination beider, wenn P und 
Q beliebige Faktorenreihen, a^ und \ aber Strecken bezeiohnen, die» 
mit a nnd b gleidiartig sind, 

P.(a+ aj +bi).b.Q — P.(a-f.aj).b.Q 

«P.a.b.Q + P.ai.b.Q 

=*P.a.b.Q4-P.(ai + bi).b.Qr 

oder da ai -f- bi jede Strecke Yorstellen kann, welche in dem durch 

a und b bestimmten Systeme aweiter Stufe liegt (nach dem BegrüS» 

dieses Systems^ ) , so hat man, so lange a, b, c demselben ^stem» 

zweiter Stufe angehören, 

P.(a4-c).b.Q— P.a.b.Q + P.o.b.Q; 

d« h. es gilt auch für diesen Fall noch die allgemeine multiplIkaAiue' 

Beziehung zur Addition. Hinaus nun folgt sogleich, dass 

P.a.b.Q«» — P.b.a.Q 



*) Ich habe hier die in d^r ersten Auflage gewählte Beseichnimg bai^ 
behalten. In der Ausdehnungslehre von 1862 , so wie in meinen späteren. 
Arbeiten habe ich für die äussere Multiplikation, wie überhaupt füi die auf 
€^ Hanptgebiet besügüehe, die loharfe Klammer aU.chaEakteristisfihe B«r 
zfiielmung gewählt. (1877.) 

♦*) Vergl. § 16. 
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ist, oder dass man zwei an einander gränzende Faktoren eines äusseren 
Produktes, wenn sie Strecken sind, nur mit Zeichenwechsel ver- 
tauschen darf. In der That, da 

P.(a4.b).(a + b).Qc=0 
ist f weil zwei aneinander gränzende Faktoren gleichartig sind ; so 
erhält man mit Anwendung des so el»en erwieiEtenen Gesetzes y und 
^eil P . a . a . Q und P . b . b . Q ebenfalls null sind, 

P.a.b-Q + P.b.a.Q — 0, d.h. 

P.a-b.Q«=— P.b.a.Q. 
Ich werde dies merkwürdige Resultat nachher noch ausführlicher 
durchgehen, um jetzt zu den wichtigen Folgerungen überzugehen, 
^welche aus diesem Yertauschungsgesetze fliessen. Es ergiebt sich 
•daraus, dass, wenn ein einfacher Faktor (so nennen wir nämlich einen 
Faktor, der eine Ausdehnung erster Stufe oder eine Strecke darstellt), 
2wei solche Faktoren überspringt , das Produkt gleiches Zeichen be- 
hält, indem die zweimalige Aenderung des Vorzeichens wieder zu 
'dem arspdlnglichen Vorzeichen zurückfuhrt , also auch , dass Über- 
haupt, wenn ein einfacher Faktor eine gerade Anzahl einfacher Fak- 
toren überspringt, das Vorzeichen des Produktes dasselbe bleibt, hin- 
:gegen, wenn eine ungerade, sich in das en^gengesetzte verwandeln 
-muss, sobald der ganze Ausdruck denselben Werth behalten soll. 
iSomit müssen die Gesetze , welche für zwei an einander gränzende 
F^aktoren gelten, auch für getrennte fortbestehen; denn man kann 
Äea einen der beiden getrennten Faktoren an den andern heranrücken, 
irobei «ich das Vorzeichen entweder ändert oder nicht , je nachdem 
•er dabei eine ungerade oder gerade Anzahl einfacher Faktoren über- 
springt , kann nun die Gesetze , die für zwei an einander gränzende 
F^aktoren gelten, anwenden, und dann in allen Produkten wieder 
Jenen Faktor auf seine alte Stelle zurückrücken, wobei das Vor- 
zeichen offenbar jedesmal wieder das ursprüngliche werden muss*). 
Also wenn irgend zwei einfache Faktoren eines Produktes aus Stücken 
bestehen, welche demselben Systeme zweiter Stufe angehören, so gilt 
•das Beziehungsgesetz der Multiplikation zur Addition, und da, wenn 

**) Denn änderte es sich vorher nicht, so ändert es sich auch jetzt 
sieht , da der Faktor wieder dieselbe Faktorenzahl überspringt ; änderte es 
sich vorher aber, so ändert es sich jetzt wieder (aus demselben Grunde), wird 
4blso wieder das ursprüngliche. 
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2wei einfache Faktoren gleichartig werden , nach § 33. das Produkt 
null ist , so folgt , dass man Stücke , welche den übrigen Faktoren 
gleichartig sind , aus einem Faktor weglassen oder ihm hinsnfügen 
kann , ohne den Werth des Produktes zu ändern. Daraus folgt so- 
gleich, was auch schon nach § 32. aus dem Begriffe hervorging, dass 
das Produkt von n Strecken, die von einander abhängig sind, null ist ; 
denn eine derselben muss sich dann als Summe ron Stücken darstellen 
lassen , die den andern gleichartig sind ; und diese kann man dann 
nach dem eben erwiesenen Satae in dem Produkte weglassen ; also 
statt jener Summe null setzen, wodurch das Produkt selbst null wird. 
§ 36< Ans dem Hauptsatae des vorigen § folgt der allgemeine 
Satz, dass, 

„wenn in einem Produkte von n einfachen Faktoren einer der- 
selben zerstückt ist, und zwar so, dass alle Faktoren und Stücke 
demselben Systeme n-ter Stufe angehören, die multiplikative 
Beziehung noch fortbesteht.^^ 

Denn es sei a . b (p -f* <l) dies Produkt, in welchem die (n-f* 1) 

Strecken a ,» b , . . . . p , q demselben Systeme n-ter Stufe angehören 
sollen. Zuerst wollen wir annehmen, dass ein Stück des letzten Fak- * 
tors nebst den sämmtlichen übrigen Faktoren n unabhängige Strecken 
darstellen, d. h* dass sie nicht einem System niederer Stufe (als der 
n-ten) angehören sollen. Also dies Stück des letzten Faktors sei p 
angenommen, so muss nach § 20 sich q als eine Summe von Stücken 
darstellen lassen, welche jenen Strecken gleichartig sind, also 

gesetzt werden können, wenn aj , bi , . . . . pi beziehlich den Strecken 
a , b , . . . p gleichartig sind. Dann hat man, da a^ , b^ , . . . , als den 
übrigen Faktoren des Produktes a . b . . . (p -f- <l) gleichartig, in dem 
letzten weggelassen werden können, 

a.b...,.(p-+-q) — a.b (p + Pi) 

und dies ist nach § 32, da p und pi gleichartig sind, 

— a.b p-j-a.b pi; 

oder da man in dem letzteren Produkte wieder dem Faktor pi die 
Sunmumden a| -f- ^i H" * - * hinzu^gen, also statt pi wieder q setzen 
kann, so hat man 

a.b (p + q)— "Ä-h p-f-*-^ q- 

Die Gültigkeit dieser Gleichung ist zunächst nur bewiesen Air den 



gO AeiuMre Multiplikation der Strecken. § 36 

Fall, dass a, b , . . . und eine der Btrecken p oder q von einander un- 
abhängige sind, sind hingegen a , b , . . . . von einander abbingig oder 
diese zwar unabhängig , aber beide Strecken p nnd q, also audi äre 
Summe von ikoen abhängig, so werden beide Seiten jener Gleichung' 
nidl , weil die Produkte abhängiger Sirecken null sind ; also besteht 
auieh ftii; diesen Fall jmie Gleichung ; also besteht sie allgemein , so 
lange in jenem Produkte von n Faktoren die sämmtliehen Strecken 
demselben Systeme n-ter Stufe angehören. Da aber nur in diesem 
Falle die Glieder der rechten Seite gleichartig sind, und bei höheren 
Stufen der Begriff der Addition nur für gieichavtigeBamimandien fest- 
gesetzt ist , so haben wir die mciltiplikative Bezt^ung unserer Yer- 
knüpfungsweise zur Addition, so weit diese begrifflich bestimmt ist,' 
voUstttxkdig daf gethan ; und es werden also alle Gesetze dieser Be- 
ziehung (s. § 10.) hier gelten. Sollte sich späterhin ein erweiterter 
B^^iiff der Addition ergeben, so würde eine solche Verknüplusg nicht 
eher als Addition festgestellt sein , als bis auch ihre additive Be- 
ziehung zu der bisher dargelegten Multiplikation nachgewiesen isffc* 
— Ich habe sehen oben (§ 34.) festgesetzt, dass wir das^rodnkt, zu 
dem wir hier gelangt sind, ein äusseres nennen, indem wir mit 
^eser Benennung andeuten wollen, dass diese Art des Produktes' nxnr^ 
seftffu die Faktoseu «useinander treten , und das Produkt eine nene 
AufidehnuiB^ darstellt , einen gelt^iden Werth hat, hingegen, warn 
die Faktoren in einander bleiben, gleich null gesetzt waar*)* Die 
Resultate der Entwidcelung können wiv in fbdgendem Satze zu- 
sammenfassen : 

„Wenn man unter dem äusseren Produkte von n Strecken die- 
jenige Ausdehnungsgrösse n-ter Stufe versteht, welche erzeugt 
wird, wenn jedes Element der ersten Strecke die zweite erzeugt, 
jedes so erzeugte Element die dritte u. s. f., und zwar so , dass 
jede Ausdehnungsgrösse n-ter Stufe als ein den übrigen gleich- 
artiger Theil des Systems n-ter Stufe aufgefksst wird , dem sie 
angehört : so gelten für dasselbe , sofern Produkte aus n Fak- 
toren nur innerhalb desselben Systemes n*ter Stuie betrachtet 
w^den , iJle Gesetze, welche die Beziehung der Multiplikation 



*) Wito diesem äusseren Produkt ein inneres gegenüberstehe, habe ich 
im der Vorrede angedeutet. ^ 



§ 37 Hanptg^esetas — AnweiidiingeB Ql 

SEHT Addition und Subtraktion ansdrückeiP, und ansseidcnn ias 

Gesetz, da£is die anfachen Faktoren nur mit Zeichenweehml 

vertaiifichbar sind." 

§ 37. Wir haben nun hier den Zusamineahaiig der Multipli- 
kation mit dem bisherigen Be^ff der Addidcin vollstätidig dar- 
^legt, und g6h6n daher zu den Anweadtuigen Über. Die Anwmdang 
auf die Geometrie haben wir der Hauptsache na^ in § 28-— 30 ¥er- 
weggenommen. Wir haben jedoch noch di^ jetst eingeführten Be- 
nennungen und Beaeichnungen auf jene Darstellung zu Übertragon. 
Es erscheint danach nun d^ Flächenraum des Spatheeks (Parallelo- 
^iramms) als äusseres Produbkt zweier Strecken , wenn man nämKch 
\augleieh die Ebene mit festhält, welcher dasselbe angehört, und 
«benso derKöiperraum des'^p!athes(Paralellelepipedons) als ftusseros 
Produkt dreier Streck^a , ohne dass man hier nöthig hat , eine Be- 
stimmung hinzuzufügen, da der Baum stets ein und derselbe ist. 
Jene zwei Strecken bildeten dann die Seiten des Spathecks, und diese 
drei die Kanten des Spathes, und 2war nahmen wir dort die Streck», 
diureh deren Bewegung das Spatheck entstand, als ersten, die die Be- 
wegung messende als zweiten Faktor an, und setzten «zwei SpaÜheekie 
.als gleich bezeichnet , wenn der zweite Faktor vom eirsten aus be- 
trachtet nach derselben Seite hin liegt, wenn nadi entgegmigesetater, 
«Is entgegengesetzt bezeichnet. Hierin liegt schim das Gesetz, dass 

a.b^s — b.a 
ist ; d^on wenn b von a aus betrachtet nach links Hegt, so muss a von 
b aus betrachtet nach rechts hin liegen und umgekehrt. Allein um 
^sem Yertaufichungsgesetz, ifas die hier aufgestellte Multiplikation 
4iuf eine so auffallende Weise von der gewöhnlichen ausscheidet, eine 
noch anschaulichere Basis zu geben, will ich auch jenes allgemeinere 
Zeichengesetz , von dem dieses eine specielle Folgerung enthält., auf 
geometrische Weise ableiten. Zuerst ist aus dem Begriff des Nega- 
tiven klar, dass, wenn Grundseite und Höhenseite ^) eines Spathecks 
gleiche Richtungen^ beibehalten, auch der Flächenraum gleich- 
.bezeichnet bleibt, wie sich im Uebrigen auch jene Seiten vergrössem 



*) Diesen Kamen gebrauche ich in Ermangelung eines bessern, um die 
der Omndseite anliegende (den zweiten Faktor) zu bezeichnen. 

**) Entgegengesetzte Biefatungen werden natürhofa nicht als gleiche 
gerechnet. 
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oder Terkleinem mögen. Wenn femer der Endpnnkt der Höhenseite 
in einer mit der Grandseite , oder der Endpunkt der Ghmndseite in 
einer mit der Höhenseite parallelen Linie fortrüekt, withrend die 
jedesmalige andere Seite dieselbe bleibt , so bleibt der Flächeninhalt 
des Spathecks gleich, also auch gleichbezeichnet. Von diesen beiden 
Voransseteongen gehen wir ans , um die geometrische Begründung 
des allgemeinen Zeichengesetzes zu liefern. Zunächst ist klar, dass 
bei den angegebenen Veränderung^i die Höhenseite von der Ghrund- 
seite aus betrachtet stets nach derselben Seite hin liegend bleibt, d.h. 
wenn man zuerst in der Richtung der Grundseite , und dann in der 
derfiöhenseite fortschreitet, so muss man in dem auf jene Weise ver- 
änderten Spatheck nach derselben Seite hin abbiegen, wie in dem ur- 
sprünglichen. Da man nun durch jene Veränderungen, bei welchen 
das Zeichen sich nicht ändert, die Höhenseite sowohl, als nachher die 
Grundseite in jede beliebige Lage bringen kann (nur dass sie beide 
nicht zusammenfallen dürfen) , dabei aber immer die Höhenseite von 
der Grundseite aus betrachtet nach derselben Seite hin liegend bleibt, 
und man endlich auch dieselben, wenn man ihre Richtungen festhält, 
beliebig vergrössem und verkleinern kann , ohne dass sich das Vor- 
zeichen ändert , so folgt daraus , dass alle Spathecke , deren Höhen- 
selten von der Grundseite aus betrachtet nach derselben Seite hin 
liegen , auch gleich bezeichnet sein müssen. Dass nim umgekehrt 
diejenigen Spathecke , in welchen die Höhenseiten von den Grund- 
seiten aus betrachtet nach entgegengesetzten Seiten liegen, auch ent- 
gegengesetzt bezeichnete Flächenräume darstellen, folgt sogleich 
nach dem so eben erwiesenen, wenn es nxir ftir irgend zwei bewiesen 
ist ; für a . b und a . ( — b) ergiebt sich dies aber sogleich aus dem 
Begriff des negativen. Somit ist jenes allgemeine Zeichengesets 
auch auf rein geometrischem Wege vollständig erwiesen. Für 
Spathe würden wir auf ganz entsprechende Weise, wenn wir 
hier die erste , zweite und dritte Kante unterscheiden , das Gesetz 
auftstellen können : 

„Die Körperräume zweier Spathe sind gleich oder entgegen- 
gesetzt bezeichnet, je nachdem (um es in einem Bilde aus- 
zudrücken) , wenn man den Körper in die Richtung der ersten 
Kante gestellt denkt (die Füsse nach deren Anfangspunkt zu, 
den Kopf nach dem Endpunkt), man, um von der Richtung der 



§ 38 ^^^ Spatbeck in ein ihm gleite« su Terwapäeln. 63- 

Bweiten Kante in die der dritten ttberBv^^hen , nach derselben^ 
oder nach verschiedenen Seiten abbiegen muss.^ 
§ 38. Um hiervon noch eine anschaulichere Idee an geben^^ 
wollen wir die Aufgabe stellen : 

„Ein Spatheck in ein ihm gleiches (und gleich beaeichnetes) xa 
verwandeln , dessen Orundseite (in derselben Ebene) gegebeii 
ist, aber der des gegebenen Spathecks nicht parallel ist.^ 
12s sei aß die Grundseite , ay die Höhenseite des gegebenen Spath- 
ecks, ai die Grundseite des gesuchten (vergl. Fig. 11.). 

Man ziehe von a die Parallele mit ßi, von y mit aß, und! 
nenne den Durchschnitt beider si so ist as die Hbhenseite eines, 
solchen Spathecks , welches der Aufgabe Genüge leistet. Denn es- 
ist 

[afl. [«/]-[«/?].[««], 

weil 7« mit aß parallel ist, und 

[aß] . [««] = [ai] . [ae], 
weil ßi parallel as ist. Also auch in der That 

[ad].[as]^[aß\.[aY]. 
Wollte man die gesammte Schaar der Spathecke haben , welche der 
Aufgabe gentigen , so hätte man noch von e mit ai die Parallele jbu 
ziehen, und den Punkt e in dieser Parallelen veränderlich 2u setzen. 
— Wendet man diese Auflösung auf den Fall an , dass die Gmnd^ 
Seite des gesuchten Parallelogramms der Höhenseite des gegebenen 
identisch ist, so gelangt man durch reine Konstruktion zu derFormdi 

a . b «» — b . a. 
In der That fUUt dann i auf y (vergl. Fig. 11, b) , und zieht man 
dann von e die Parallele mit ai , welche aß in €^ schneide, so über- 
zeugt man sich leicht, dass 

[a€,] — [ßa] [aß] 

ist, und die obige Auflösung ergab 

[aß] . [ay] = [ay] . [ae] = [ay] . [as^] ; 
also statt a«|, seinen Werth — [aß] gesetzt, und das negative Zeichen 
dem ganzen Produkte beigelegt, 

[aß] . [ay] --[ay]-- Kl - 

[«r]-M- 

Da man sich dies Gesetz des Zeichenwechsels bei der Vertanschimg 
der Faktoren eines äoaseren Produktes nicht fest genug einprägm 
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kann, indem es den gnewOhnliohem VoiBtellungen bu widerstreiten 
scheint , so will ich noch aof eine Analogie hindeuten , welche aber 
hier nur als Abschweifung aufgefasst sein will. Nttmfich den 
Flächeninhalt eines Spathecks a . b kann man , wenn der iron a und 
b eingeschlossene Winkel mit (ab) und die Längen der Strecken a 
und b mit a und b bezeichnet werden, ausdrücken durch die 
Pormel : 

a . b >ss a b sin (ab), und 

b . a SS b a nn (ba), 

wo das Produkt der Längen das gewöhnliche , also a b = b a ist. 
Da nun die Winkel (ab) und (ba) entgegengesetzt sind, und die 
Sinusse entgegengesetzter Winkel gleichfalls entgegengesetzt sind, 
so ist 

sin (ab) = — sin (ba), 

und also auch hiernach 

a . b *= — h.a. 

§ 39. Mit der hier gegebenen Entwickelung steht nun die 
ParstelluBg des Rechtecks durch das Produkt seiner Seitenlängen 
aicht im Widerspruch, sobald man nur die blossen Seitenlangen, 
in ii^end einem gemeinschaftlichen Maass gemessen, als Faktoren 
dieses Produktes festhält , und nur meint , dass der absolute (vom 
Zeichen unabhängige) Fläehenraum des Rechtecks so oft das Qua- 
drat dieses Maasses enthalten solle, als das Produkt jener Zahlen 
beträgt. Will man aber damit noch mehr ausdrücken, und nament- 
lich behaupten, dass der Flächenraum jenes Rechtecks an sich, 
d. h. auch seinem Zeichen nach, dem Produkt jener Seiten gleich- 
gesetzt werden könne , so steht dies , wenn man eben für das Pro- 
dukt noch die Eigenthttmlichkeit des algebraischen Produktes fest- 
halten will (wie bisher immer geschehen ist), mit den so eben 
erwiesenen Wahrheiten in offenbarem Widerspruch. Es erscheint 
vielmehr das Parallelogramm (also auch das Rechteck) noth- 
wendiger Weise als ein solches Produkt seiner Seiten , in welchem 
die Yertauschung seiner Faktoren nur mit Zeichenwechsel stattfinden 
könne. Wie leicht übrigens diese Auffassung über bedeutende 
Schwierigkeiten, xmter welchen sich selbst die ausgezeichnetsten 
Mathematiker bisweilen verwirrt haben, hinweghilft, wird sich durch 
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folgendes Beispiel zeigen. LaGrrange fuhrt in seiner tnic. anal, *) 
einen Satz von Yarignon an, dessen er sich zur VerknÜpfimg der 
verschiedenen Principien der Statik bedient , und welcher nach ihm 
darin besteht: ^dass, wenn man von irgend einem in der Ebene 
eines Parallelogramms genommenen Punkte Perpendikel fällt auf 
die Diagonale und auf die beiden Seiten , welche diese Diagonale 
einfassen (comprennent), das Produkt der Diagonale in ihre Perpen- 
dikel gleich ist der Summe der Produkte beider Seiten in ihre 
beziehlichen Perpendikel, wenn der Punkt ausserhalb des Parallelo- 
gramms (hors du Parallelogramme) fällt, oder ihrem Unter- 
schiede, wenn er innerhalb des Parallelogramms fallt." Dieser 
Satz ist, wie sich sogleich zeigen wird, unrichtig, indem das erstere 
nicht stattfindet, wenn der Punkt ausserhalb des Parallelogramms 
fällt, sondern wenn er ausserhalb der beiden Winkelräume fällt, 
welche der von jenen beiden Seiten eingeschlossene Winkel und 
sein Scheitelwinkel bilden , hingegen das letztere , wenn innerhalb. 
Es versteht sich von selbst, dass das Produkt dabei im gewöhn- 
lichen, algebraischen Sinne genommen ist. Betrachtet man nun 
aber jene Produkte näher , so stellen sie in der That die Flächen- 
räume der Parallelogramme, welche jene beiden Seiten und die 
Diagonale zu Grundseiten haben , imd deren der Grundseite gegen- 
tiberliegenden Seiten durch den angenommenen Punkt gehen , ihrem 
absoluten Werthe nach, d. h. imabhängig vom Zeichen, dar. Hält 
man hingegen das Zeichen dieser Flächenräume fest, so gilt der 
Satz ohne Unterscheidung der einzelnen Fälle sogleich allgemein, 
indem der Flächenraum, der die Diagonale zur Grundseite hat, 
stets die Summe ist der Flächenräume, die die beiden andern 
Seiten zu Grundseiten haben ; und zwar ist der Beweis dieses Satzes 
nach unserer Analyse auf der Stelle gegeben. Denn ist ai die 
Diagonale des Parallelogramms, und sind aß und ay die beiden 
sie einschliessenden Seiten, s endlich der willkührliche Punkt, 
so ist 

[acT) — [a^] + [ay], 
weil nämlich [ßd] «» [a/] ist, und also nach dem einfachsten Multi- 
plikationsgesetz 



*) P. 14 der neuen Ausgabe. 
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[ad] . [««] = [aß] . [ae] + [ay] . [«*], 
was zu erweisen war. Will man dann den Satz für absolute Flächen- 
räume aussprechen , so hat man nur die Fälle zu unterscheiden , wo 
der Punkt e von jenen beiden Seiten des Parallelogramms aus be- 
trachtet nach derselben, und wo nach verschiedenen Seiten hin liegt, 
woraus sich dann leicht der Satz in der oben gegebenen verbesserten 
Form ergiebt. 

§ 40. Ich will die Anwendungen auf die Geometrie nun mit 
der Lösung der obigen Aufgabe (§ 38) für den d€tft nicht mit auf- 
genommenen Fall schliessen, nämlich ein Spatheck in ein ihm 
gleiches zu verwandeln, dessen Seiten mit denen des gegebenen 
parallel sind, aber dessen eine Seite zugleich ihrer Länge nach 
gegeben ist. Ich wähle den Weg, wie ihn unsere Analyse dar- 
bietet. Es sei a . b das gegebene Spatheck ^ a| die mit a parallele 
Seite des gesuchten und b^ die gesuchte mit b parallele Seite desselben, 
ftlr welche die Gleichung 

a . b = ai . bi 
bestehen soll, oder da a^ . b^ »= — bi . a^ ist, 

a . b -(- bj . ai = 0. 
Da man dem Faktor a das Stück bj^, dem Faktor b| das Stück a hin- 
zufügen kanx^, weil diese Stücke mit dem jedesmaligen andern Faktor 
gleichartig sind, also ihre Einzufügung das Produkt nicht ändert, so 
hat man 

(a + b,).b + (a + bi).ai — 0, 
oder 

(a + bi).(ai + b) = 0, 
d. h. (a-^bj) und (aj-^f-b) müssen parallel sein. Hierin nun 
liegt die folgende Konstruktion und deren Beweis; nämlich wenn 
a =[«/?], b^[ay] ist (vergl. Fig. 11, c), und a|=[arf], wo 
a , ß, d in Einer geraden Linie liegen , so mache man 6s gleich 
lang und parallel mit ay, also [ae] gleich (a^ -j- b), ziehe von ß die 
Parallele mit ay, welche as m ^ schneide, so ist [ß^] die ge- 
suchte Strecke bi *). 



*) Es versteht sich von selbst, dass man diese Aufgabe auch lösen kann 
durch zweimalige Anwendung der in § 38 gegebenen Auflösung, indem man 
eine nicht parallele Orundseite zu Hülfe nimmt. 



§41 Geometr. Aufgabe. — Das statische Moment. g7 

§ 41. In der Statik und Mechanik wird der Begriff des 
äusseren Produktes repräsentirt durch den Begriff des Momentes. 
In der That, können wir das Moment einer Kraft in Bezug auf einen 
Punkt definiren als äusseres Produkt, dessen erster Faktor die 
Strecke ist, welche von jenem Punkte (dem Beziehungspunkte) nach 
einem Punkte der geraden Linie , in welcher die Kraft wirkt , ge- 
zogen ist, und dessen zw.eiter Faktor die Strecke ist, welche die 
Kraft darstellt. Ist also q der Beziehungspunkt , a der Angriffs- 
punkt, d. h. der Punkt, welcher von der Kraft getrieben wird, p die 
Strecke, welche die Kraft darstellt, so ist das Moment 

[Qa] , p, 
wobei nach den Gesetzen der äusseren Multiplikation einleuchtet, 
dass es für das Eesultat gleichgültig ist , welchen Punkt in der 
Wirkungslinie der ELraft man statt a einführen mag ; denn es sei fi 
ein anderer Punkt dieser Linie, also [aß] gleichartig mit p, so 
hat man 

[Qß] • P = ([?«] + M) • P = [^«] • P' 
weil das Stück [aß], als dem zweiten Faktor gleichartig, nach 

§ 35 weggelassen werden darf. Und eben so ist unter dem Mo- 
mente einer Kraft , in Bezug auf eine Axe q (t das äussere Produkt ' 
aus 3 Faktoren verstanden, dessen erster Faktor die als Strecke 
genonomene Axe, dessen zweiter Faktor die Strecke von irgend 
einem Punkt der Axe nach irgend einem Punkt in der Wirkungs- 

• 

linie der Kraft und dessen dritter Faktor die Kraft ist, also 

[H-[H-P> 
oder auch es ist das Produkt der als Strecke genommenen Axe in 

das auf irgend einen Punkt der Axe bezügliche Moment der Kraft, 
wobei wieder, aus denselben Gründen wie vorher, gleichgültig ist, 
welche Punkte man in jenen Linien auswählt. Es erscheint also 
das Moment einer Kraft in Bezug auf einen Punkt als Flächenramn 
eines Spathecks, in Bezug auf eine Axe als Körperraum eines 
Spathes, und dabei haben überall zwei Kräfte, welche- als Strecken 
gleich sind, nur dann gleiche Momente, wenn sie auch in der- 
selben geraden Linie wirken. Femer verstehen wir unter dem Ge- 
sammtmoment mehrerer Kräfte , welche in derselben Ebene liegen, 
in Bezug auf einen Punkt der Ebene die Summe aller auf jenen 

Punkt bezüglichen Momente derselben, und ebenso unter dem 

6* 
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G-esammtmoment mehrerer Kräfte in Bezug auf eine Axe die 
Summe aller auf diese Axe bezüglichen Momente. Da Kraft und 
Bewegung nach § 25 und 26 durch dieselbe Strecke dargestellt 
werden, indem die Kraft eben nur die der Bewegung supponirte, 
imd also ihr gleich zu setzende Ursache ist, so ist schon ohne 
weiteres klar, was unter dem Moment der Bewegung und unter 
dem Gesammtmoment mehrerer Bewegungen verstanden ist; doch 
erinnern wir hier noch einmal daran, dass die Bewegung (nach § 26) 
nur für die Massene^iheit der Geschwindigkeit gleich gesetzt werden 
könne, imd dass gleiche Bewegungen nur dann gleiche Momente 
haben, wenn sie ia derselben geraden Linie fortschreiten. — 
Wie leicht sich nun vermittelst unserer Analyse hieraus alle all- 
gemeinen Gesetze der Statik und Mechanik , welche sich aufs Mo- 
ment beziehen, ableiten lassen, wird die folgende Entwickelung 
zur Genüge zeigen. Ich bemerke nur noch vorläufig, dass wir im 
zweiten Abschnitte dieses Theils*) einen noch einfacheren Aus- 
druck des Momentes und in dem nächsten Kapitel (§ 57) eine Ver- 
allgemeinerung des Begriffs des Gesammtmomentes kennen lernen 
werden. 

§ 42. Die Hauptsache bei der Anwendung des Begriffs des 
Momentes ist, dass das Gesammtmoment aller inneren Kräfte in 
Bezug auf jede beliebige Axe, imd in Bezug auf jeden Pimkt gleich 
null ist; doch können wir das letztere hier nur beweisen, wenn 
alles in derselben Ebene liegt**). Man versteht nämlich unter 
inneren Kräften bekanntlich solche, welche sich paarweise in der 
Art entsprechen , dass die Kräfte jedes Paares in derselben geraden 
Linie wirken und einander entgegengesetzt gleich sind; und wir 
können sogleich zeigen , dass die Momente jedes solchen Paares in 
Bezug auf jeden Pimkt und jede Axe zusammen null sind. In der 
That, betrachtet man z. B. in Bezug auf eine Axe jene beiden Mo- 
mente, welche nach dem Früheren äussere Produkte aus drei Fak- 
toren sind , so sind die beiden ersten Faktoren in beiden Produkten 
vollkommen gleich , der erste Faktor als die gemeinschaftliche Axe 
darstellend, der zweite als Yerbindungsstrecke zwischen denselben 



*) § 115. 
**) Der Beweis für den allgemeinen Fall folgt in § 57. 



§ 43 Gesammtmoment. — Qleichgewicht fester Körper. g^ 

Linien ; der dritte aber , welcher die Kraft darstellt , ist entgegen- 
gesetzt gleich; folglich sind auch beide Momente einander ent- 
gegengetzt gleich, also ihre Summe null. Da n\in das Gesammt* 
moment jedes einzelnen Paares der inneren Kräfte null ist, so ist 
auch das aller Paare , d. h. aller inneren Kräfte null. Auf ganz 
entsprechende Weise, wie wir dies in Bezug auf eine Axe dargethan 
haben , ergiebt es sich auch in Bezug auf einen Punkt , wenn alles in 
derselben Ebene liegt , weshalb wir uns dieses Beweises entschlagen 
dürfen. 

§ 43. Da nun die einem Punkte mitgetheilte Bewegung steta 
gleich ist der ihm mitgetheilten Kraft , so wird auch das Gesammt^ 
moment der einem Punktvereine innerhalb eines Zeitraums mitge- 
theilten Bewegungen gleich dem Gesammtmoment der ihm während 
dieser Zeit mitgetheilten Kräfte sein, und da das der inneren Kräfte 
null ist, gleich dem Gesammtmomente der jenem Punktverein von. 
aussen mitgetheilten Kräfte , und zwar in Bezug auf jede beliebige 
Axe, und, wenn die Kräfte in derselben Ebene liegen, auch in Be- 
zug auf jeden Punkt derselben. Dies Gesetz , was hier in einer 
so einfachen Form erscheint, ist von der grössten Allgemeinheit 
und überall aufs leichteste anwendbar. Soll z. B. Gleichgewicht 
stattfinden; so müssen die mitgetheilten Bewegungen alle null 
sein, also auch deren Gesammtmoment, und man hat also fOr'a 
Gleichgewicht die Bedingung, dass das Gesammtmoment der von 
aussen mitgetheilten Kräfte in Bezug auf jede Axe null sein muss ; 
so auch namentlich bei festen Körpern, bei welchen die Kräfte, 
die den festen Zustand erhalten, als innere erscheinen. Ist aber 
der feste Körper in einem Punkt oder in einer Linie befestigt , um 
welche er sich frei schwenkt , so ist die Kraft , durch welche jener 
Punkt oder jene Linie desselben in ihrer festen Lage erhalten wird, 
eine äussere, die aber nur als Widerstand leistende aufgefasst 
und daher zunächst als unbekannte gesetzt wird. Man hat daher, 
um die Bedingungsgleichung des Gleichgewichts zu finden, jene 
unbekannte Kraft herauszuschaffen. Dies geschieht vermittelst 
unserer Analyse aufs leichteste. Ist nämlich u der feste Punkt, 
X die Widerstand leistende Kraft, welche diesen Punkt fest hält, 
so muss man die Axe {qc) , in Bezug auf welche man die Moment- 
gleichung nimmt, so wählen, dass das Moment der Kraft x ver- 
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schwindet, d. h. [q&] . [ca] . x «* wird, für jeden beliebigen Werth 
von X, d. h. es mass [q&\ . [ifa] =« sein, oder die Axe Q(T muss 
durch den Pankt a gehen. Somit haben wir dann als Bedingung, 
unter welcher nur Gleichgewicht stattfinden kann, dass das Ge- 
sammtmoment der von aussen wirkenden Kräfte in Bezug auf jede 
durch den befestigten Punkt gehende Axe null sein muss. Soll eine 
Axe des Körpers befestigt sein, so kann man zwei befestigte Punkte 
annehmen , also zwei Widerstand leistende Elräfte , welche heraus- 
fallen , wenn die Axe , in Bezug auf welche die Moment-Gleichung 
genommen wird , durch jene beiden Punkte zugleich gelegt wird ; 
also hat man dann als Bedingung , unter welcher nur Gleichgewicht 
stattfinden kann, dass das Gesammtmoment der von aussen wirkenden 
Kräfte in Bezug auf die befestigte Axe null sein muss. 

§ 44. Wir haben in dem Begriff des Moments zugleich eine 
schöne Bestätigung des Gesetzes, dass innerhalb derselben Ebene 
das äussere Produkt zweier Strecken sein Zeichen so lange bei- 
behält , als der zweite Faktor vom ersten aus betrachtet nach der- 
selben Seite hin liegt, im entgegengesetzten Falle aber sein Zeichen 
ändert. Denn betrachtet man Kräfte in einer Ebene , welche um 
einen Punkt drehbar gedacht wird , so werden die Kräfte sich dann 
verstärken , wenn sie , vom Drehungspunkte aus betrachtet , nach 
derselben Seite hin gerichtet sind, hingegen sich ganz oder theil- 
weise aufheben , wenn nach entgegengesetzter ; so dass in der That 
durch den Begriff des Momentes, nach welchem die Natur selbst 
verfährt, jener Begriff des äusseren Produktes gerechtfertigt wird. 
Ich glaube nun, dass das Anfangs auffallende Zeichengesetz durch 
die ganze Reihe der Betrachtungen , wie wir sie in den verschieden- 
artigsten Beziehungen angestellt haben , das Auffallende ganz ver- 
loren hat, und vielmehr jetzt nicht nur als das begrifflich noth- 
wendige, sondern auch als das durch die Natur selbst gerechtfertigte 
und in ihr sich überall bewährende erscheint. 

§ 45. Dass nun die äussere Multiplikation, da sie den Begriff 
des Verschiedenartigen wesentlich voraussetzt , auf die Zahlenlehre 
keine so unmittelbare Anwendung findet, wie auf die Geometrie und 
Mechanik, darf uns freilich nicht wundem, indem die Zahlen ihrem 
Inhalte nach als gleichartige erscheinen. Aber desto interessanter 
ist es , zu bemerken , wie in der Algebra , sobald an der Zahl noch 
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die Art ihrer Verknüpfung mit andern Grössen festgehalten, und in 
dieser Hinsicht die eine als von der andern formell verschiedenartig 
aufgefasst wird, auch die Anwendbarkeit der äusseren Multiplikation 
mit einer so schlagenden Entschiedenheit heraustritt , dass ich wohl 
behaupten darf, es werde durch diese Anwendung auch die Algebra 
eine wesentlich veränderte Gestalt gewinnen. Um hiervon eine Idee 
zu geben , will ich n Gleichungen ersten Grades mit n Unbekannten 
setzen, von der Form 

ai Xj -f- »2 ^2 -f- + an Xn =a ao . 

bj X| -f-ba Xg -f- -f-hn Xn = bo 



S| X| -f- Sa Xj -f- -f- 8n Xn = So, 

wo X| . . . . Xn die Unbekannten seien. Hier können wir die Zahlen- 
koefficienten , welche verschiedenen Gleichungen angehören , sofern 
wir diese Verschiedenheit an ihrem Begriff noch festhalten , als ver- 
schiedenartig ansehen , und zwar alle als an sich verschiedenartig, 
d. h. als unabhängig in dem Sinne unserer Wissenschaft , die einer 
und derselben Gleichung als unter sich in derselben Beziehung 
gleichartig. Addiren wir nun in diesem Sinne alle n Gleichungen 
und bezeichnen die Summe des Verschiedenartigen in dem Sinne 
unserer Wissenschaft mit dem Verknüpfungszeichen -[- , indem die 
gleichen Stellen in den so gebildeten Summenausdrttcken immer dem 

Gleichartigen zukommen sollen, so erhalten wir 

... .... ... 

(ai -f-bi -j- . . + si) xj -|-(a2 +ba -f- . . -hs2)x2 + . . -[-.(an + bn 

• • • • • 

+ . . H-Sn)xn == (ao-|-bo + . . • + Sq), 

. . . 

oder bezeichnen wir (»i -f-bi -[-.... --|-8|) mit pi und entsprechend 
die übrigen Summen, so haben wir 

• • • 

Pl^^l + Pä^a + + PnXn = Po« 

Aus dieser Gleichung, welche die Stelle jener n Gleichungen ver- 
tritt , lässt sich nun auf der Stelle jede der Unbekannten , z. B. Xj 
finden, wenn wir die beiden Seiten mit dem äusseren Produkte 
aus den Koefficienten der übrigen Unbekannten äusserlich multi- 

pliciren , also hier mit ps > Ps Pn< ^^ nämlich , wenn man die 

Glieder der linken Seite einzeln multiplicirt , nach dem Begriff des 
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äasseren Produktes (§ 31) alle Produkte wegfallen, welche zwei 
gleiche Faktoren enthalten, so erhält man 

Pl • Pa • Ps • • • • Pa^ ''^ Po • Pt • Ps • • • • Pa* 

Also da beide Produkte, als demselben System n-ter Stufe angehörig 
einander gleichartig sind, so hat man 

Po • Pa • Pa • • • • Pn #\ 

xj = ;. 

Pl •Pa-PS'-.-Pn 

Also jede Unbekannte ist einem Bruche gleich , dessen Nenner das 
äussere Produkt der Koefficienten pi . . . pn ist , und dessen Zähler 
man erhält, wenn man in diesem Produkt statt des Koefficienten 
jener Unbekannten die rechte Seite , nämlich po , als Faktor setzt. 
Alle Unbekannten haben also denselben Nenner , und werden unbe- 
bestimmt oder unendlich, wenn dieser Nenner null wird, d. h. 

Pi-Pa-- Pn = 

ist. 

§ 46. Dass jene Ausdrücke für X| .... x^, nicht etwa blosse 

Bechnungsformen darstellen, sondern die vollkommenen Lösungen 

der gegebenen Grleichungen enthalten, wird noch deutlicher erhellen, 

wenn wir für irgend eine bestimmte Anzahl von Gleichungen statt 

Pl etc. ihre Werthe substituken. Man hat tür drei Gleichungen 

H^^ Po-Pa -Pa 

i; X| = , 

Pl • Pa • Ps 

wo 

• • * ■ 

Po = (ao + ^0 + Co), Pf = (ai +bi -j- ^i), etc. 
ist, imd zwar a^ gleichartig ist mit % u. s. w. Substituiren wir 
diese Ausdrücke in obiger Gleichung , multipliciren durch , indem 
wir die Produkte der gleichartigen Grössen, da sie null werden, 
auslassen, und ordnen entsprechend mit Beobachtung des für äussere 
Produkte festgestellten Zeichengesetzes , so haben wir sogleich , wie 
man bei geringer Uebung ohne weiteres aus obiger Formel ablesen 
kann, 

AN «0 ^a C3 — »0^8 Ca "h »a ^ Co — a^ bo Cs -f- as bo C2 — as b^ c« 

^ 1 JLm SSSS ■' ■ - ■■ i - — ■ ■■■■-■I — ■ , ■■ — . ■■■■ ■ -^,_, , „ ■ , ■ 

a| bs C3 — ai bs C) -|- a^ b3 C| — a^ b^ C3 -f- ag b| c^ — aa bj Ci' 
worin wir, da alles entsprechend geordnet ist, wieder die gewöhnliche 



*) Die Gesetze der äusseren Multiplikation und Division lassen übrigens 
kein Heben im Zähler und Nenner zu, vergl. Kapitel lY. 
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Multiplikationsbezeichniing einfuhren konnten. Dies ist die bekannte 
Formel , durch welche aus drei Gleichungen mit drei Unbekannten 
eine derselben bestimmt wird , und es zeigt sich , wie dieselbe voll- 
kommen in der so sehr viel einfacheren Formel 1) enthalten ist. 

Wir haben hier , um sogleich die Anwendbarkeit unserer Ana- 
lyse auch an einem Beispiele, welches nicht mehr auf die drei Dimen- 
sionen beschränkt ist , darzuthun , etwas vorgegriffen, indem der Be- 
griff der Zahl und der Division , den wir hier anwandten , erst den 
Gegenstand des viertel Kapitels ausmachen werden ; wir werden je- 
doch späterhin noch einmal auf diesen Gegenstand der Anwendung 
zurückkommen , und dort das Verfahren auch ausdehnen auf Glei- 
chungen höherer Grade. 



Drittes Kapitel. 

Verknüpfung der Ausdehnungsgrössen höhere r 

Stufen. 

§ 47. Durch die äussere Multiplikation sind höhere Ausdeh- 
nungsgrössen entstanden , die Verknüpfungen derselben haben wir 
bisher nur betrachtet , sofern gleichartige Ausdehnungsgrössen addirt 
werden sollten, indem die Addition sich hier auf den allgemeinen Be- 
griff des Zusammendenkens gründete, welcher überhaupt die Addition 
des Gleichartigen (wenn dasselbe gleich bezeichnet ist) charakterisirt. 
Vermöge dieses Begriffs hatten wir die im vorigen Kapitel darge- 
legten Gesetze entwickelt. Das Grundgesetz der Multiplikation, das» 
man statt des zerstückten Faktors seine Stücke einzeln Anfuhren, und 
die so gebildeten Produkte addiren dürfe, fand daher seine Beschrän- 
kung darin, dass die dadurch entstehenden Produkte, um sie nach den 
bisherigen Begriffen addiren zu köqnen, gleichartig sein mussten« 
Um diese Beschränkung aufzuheben > werden wir daher den Begriff 
der Addition für höhere Ausdehnungsgrössen erweitem müssen. Der 
so erweiterte Begriff muss von der Art sein, dass er erstens bei gleich- 
artigen Ausdehnungsgrössen in den gewöhnlichen umschlägt, «nd das» 
für ihn die Grundbeziehung der Addition zur Multiplikation gilt. 
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Natürlich muss dann für dieselbe die Geltung der Additionsgesetze 
nachgewiesen werden, ehe jene Verknüpfung als Addition fixirt 
werden kann. Somit ist klar, dass, wenn es überhaupt eine Addition 
ungleichartiger Ausdehnungsgrössen höherer Stufen giebt, das Gesetz 
bestehen muss 

A.b4- A.c = A.(b + c), 
wo b und c Strecken vorstellen. Nennen wir schon vorläufig diese 
Verknüpfung eine Addition, um einen bequemeren Wortausdruck zu 
haben, so würden wir die Definition aufstellen können: 

Zwei äussere Produkte n-ter Stufe , welche einen gemeinschaft- 
lichen Faktor fn — 1) ter Stufe haben , addirt man , indem man 
die ungleichen Faktoren addirt, und dieser Summe den gemein- 
schaftlichen Faktor auf dieselbe Weise hinzufügt , wie er den 
Stücken hinzugefügt war. 

§.48. Dieser formellen Definition müssen wir zuerst dadurch 
•eine anschaulichere Bedeutung geben, dass wir untersuchen, wie weit 
«ie reicht , d. h. welche Ausdehnungsgrössen man nach ihr addiren 
kann. Es leuchtet sogleich ein, dass zwei Ausdehnungsgrössen 
n-ter Stufe nur dann nach dem aufgestellten Begriffe summirbar 
sind, wenn sie demselben Systeme (n -|- 1) ter Stufe angehören; wir 
werden aber zeigen , dass sie alsdann auch immer summirbar sind, 
indem je zwei Ausdehnungsgrössen n-ter Stufe A^ imd Bn , welche 
demselben Systeme (n -|- 1) ter Stufe angehören, sich stets auf einen 
gemeinschaftlichen Faktor (n — 1) ter Stufe bringen lassen. Sind zu- 
erst An und Bn gleichartig, so leuchtet es unmittelbar ein, indem wenn 
(n — 1) einfache Faktoren von An konstant bleiben, der n-te aber sich 
beliebig durch Fortschreitung oder Rückschreitung verändert, auch das 
Produkt jeden beliebigen mit An gleichartigen Werth, also auch den 
Werth Bn annehmen kann. Hierin liegt zugleich, dass man jede 
Ausdehnung n-ter Stufe auf (n — 1) beliebige Faktoren, welche dem- 
selben System n-ter Stufe angehören und von einander unabhängig 
sind, bringen kann. Sind An und Bn ungleichartig, so sei 

A-n ^^ aj . 812 an , 

wo ai .... an Strecken vorstellen , welche von einander unabhängig 
sind. Dann muss Bn noth wendig wenigstens Einen Faktor enthal- 
ten, welcher von den sämmtlichen Strecken a| .... an unabhängig ist ; 
es sei an ^1 ein solcher Faktor, und also 
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iJn = b| . bj . . . . Du — ] . Äa ^\ . 

Da in einem System (n -}- 1) ter Stufe nicht mehr als (n -[- 1) von 
einander unabhängige Strecken angenommen werden können, ho muss 

jeder von den Faktoren b^ bn — i von jenen Strecken ai . . . . an ^_i 

abhängig sein , d. h. sich als Summe dai*stellen lassen , deren Stücke 
diesen Strecken gleichartig sind. Denkt man sich nun jeden dieser 
Faktoren b| . . . bn _t als solche Summe dargestellt, so kann man nun 
in jeder dasjenige Stück , was mit an +i gleichartig ist , weglassen, 
ohne den Werth des Produktes Bn zu ändern (vergl. § 35). Nach 
dieser Weglassung sei das Produkt b| . b^ . . . . bn — i übergegangen in 
Gn— 1» so ist also 

Bn = Cn —1 . an ^-i- 

Die Faktoren von Cn — i sind nur noch von den Strecken a| .... an , 
d. h. von den Faktoren der Ausdehnungsgrösse An abhängig ; oder 
mit andern Worten , sie gehören dem Systeme An an , folglich wird 
sich An nach der im Anfang dieses § angewandten Schlussfolge auf 
den Faktor Cn — i bringen lassen , wenn der n-te Faktor willkührlich 
gewählt werden darf; somit lassen sich beide Ausdehnungsgrössen 
An und Bn auf den gemeinschaftlichen Faktor Cn — i bringen, welcher 
von (n — 1) ter Stufe ist oder, wie wir uns auch kürzer ausdrücken, 
beide haben eine Ausdehnungsgrösse (n — 1) ter Stufe gemeinschaft- 
lich. So wird nun die obige Definition so umgewandelt werden 
können : 

„Zwei Ausdehnimgsgrössen n-ter Stufe, welche demselben 
System (n -|- 1) ter Stufe angehören , werden addirt , indem 
man sie auf einen gemeinschaftlichen Faktor (n — 1) ter Stufe 
bringt, und die Summe der ungleichen Faktoren mit diesem 
gemeinschaftlichen Faktor verknüpft. 

§ 49. Um nun die G-eltung der Additionsgesetze , oder viel- 
mehr zunächst nur die der Grundgesetze nachzuweisen , haben wir 
zuerst die Vertauschbarkeit der Stücke darzuthun. Diese Stücke 
werden sich nach dem vorigen § darstellen lassen in der Form A . b 
und A . c. Nun ist 

A.b + A.c — A.(b + c) = A.(c + b)«-A.c + A.b, 
also sind die Stücke vertauschbar. Das zweite Gesetz, dessen 
Geltung nachgewiesen werden muss, ist, dass 

(A + B) + C = A + (B + C) 
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sei, auch dann, wenn A, B, C Ausdehnungen n-ter Stufe in demselben 
Systeme (n-j-1) ter Stufe sind, und die Addition den vorher be- 
zeichneten Begriff haben soll. Wir haben zu dem Ende die Frage 
zu beantworten, was drei solche Ausdehnungen gemeinschaftlich haben 
werden. Nun ist schon im vorigen § gezeigt, dass je zwei derselben 
eine Ausdehnung (n — 1) ter Stufe gemeinschaftlich haben müssen ; 
so z. B. hat B sowohl mit A als mit C eine solche gemeinschaftlich ; 
und da diese beiden Ausdehnungen (n — l)ter Stufe, nämlich, welche 
B mit A, und welche es mit C gemeinschaftlich hat, demselben 
Systeme B^), also demselben Systeme n-ter Stufe angehören, so 
haben sie nach demselben Satze des vorigen § eine Ausdehnung 
(n — 2) ter Stufe gemeinschaftlich, und diese ist somit allen 3 Grössen 
A, B, C gemeinschaftlich. Es sei D dieser gemeinschaftliche Faktor 
(n — 2) ter Stufe , so werden sich jene drei Grössen , da überdies je 
zwei eine Ausdehnung (n — 1) ter Stufe gemeinschaftlich haben, auf 
die Formen bringen lassen 

A = D.b.c, B = D.a.c, C«==D.a.bi. 
Nämlich je zwei derselben werden ausser D noch einen gemeinschaft- 
lichen Faktor erster Stufe haben, dessen Grösse aber willkührlich ist. 
Dieser sei zwischen A und B e, zwischen B und C sei er a, und zwar 
sei die Grösse von a so bestinmit , dass B = D . a . c sei ; der gemein- 
schaftliche Faktor , auf welchen A und C gebracht werden können^ 
sei ausser D der Faktor b, oder ein mit b gleichartiger b|, und zwar 
seien b und b| so gewählt, dass 

A = D . b . c und C •« D . a . bj 
sei. Nachdem nun A, B, C auf diese Form gebracht sind, zeigt sich, 
dass sich (A -|- B) -f- C durch die folgenden Umgestaltungen in 
A -|- (B -|- C) verwandeln lässt. Erstens 

(A + B) + C = (D.b.c + D.a.c)4-D.a.bi. 
Wir haben nun die durch die Klammer angedeutete Summation au 
vollziehen. Nun lässt sich der Ausdruck D . b . c -|- D . a . c zurück- 
führen auf D . (b -|- a) . c ; man kann nämlich zuerst in beiden Sum- 
manden c auf die vorletzte Stelle bringen, wobei die Vorzeichen sieh 
ändern, dann kann man nach der Definition die Summation vor- 



*) Wir benennen das System eben so wie die Ausdehnung , welche 
einen Theil von ihm bildet, weil keine Zweideutigkeit möglich ist. 
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nehmen , und endlich mit derselben Zeichenänderung den sumnurten 
Faktor wieder auf die alte Stelle bringen und erhftlt 

(A4-B)4-C«=D.(b-|-a).c + D.a.bi. 
Um nun diese beiden Glieder summiren zu können, hat man nur statt 
D . a . b| zu setzen D . (b -}- a) . b^, was verstattet ist , weil b mit b^ 
gleichartig ist, und man den Faktoren, ohne das Resultat zu ändern, 
Stücke hinzufügen darf, welche den andern Faktoren gleichart^ 
sind (§ 34). Führt man dann auf der rechten Seite die Summation 
aus, so hat man 

(A + B) -j- C = D.(b + a).(c + b,), 
wodurch man die drei G-lieder auf eins zurückgeführt hat*). In 
diesem GHede kann man nun zuerst die Summe b --|- a wieder auf- 
lösen und erhält auf der rechten Seite den Ausdruck 

D.b.(c-f.bi) + D.a.(c-f-.bi). 
In dem ersten Gliede dieses Ausdrucks kann nun wieder (§ 34) das 
Stück bi weggelassen und das zweite Glied aufgelöst werden, 
dadurch verwandelt sich der ganze Ausdruck in D . b . c -}- (D . a . c 
-|- D . a . bj), d. h. im A -}- (B -}- C) und man hat also in der That 

(A + B) + C = A + (B -f C). 
§ 50. Es ist nun noch das dritte Grundgesetz (§ 6) zu er- 
weisen, dass nämlich das Resultat der Subtraktion eindeutig ist , oder 
dass , wenn das eine Stück unverändert bleibt , das andere aber sich 
ändert , auch die Summe sich ändern müsse. Es sei innerhalb eines 
Systems (n -|- 1) ter Stufe 

A + B = C, 
wo A, B und C von n-ter Stufe sind. Es ändere sich B in B -f- D, 
so wird nun 

A+(B + D) — (A + B)-fD«-C + D 
sein , imd es ist zu zeigen, dass wenn B -|- D von B verschieden ist, 
auch C -f- D von C verschieden sein müsse. Das erstere setzt 
voraus , dass D nicht null sei , nun können wir aber zeigen , dass, 
wenn D nicht null ist, es auch zu einer Grösse (C) hinzugelegt, 
ihren Werth ändern müsse. Unmittelbar ist dies klar , wenn C und 
D gleichartig sind , indem das durch Zusammendenken des Gleich- 

*) Man könnte nun zeigen, dass der Ausdruck : A -f- (B -f- C) sich auf 
dasselbe Glied zurückführen Hesse, allein wir setzen den einmal ein- 
geschlagenen Weg der fortschreitenden Umwandlung fort. 
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artigen hervorgegangene nothwendig von je^em der Stücke yer> 
schieden ist. Sind aher C und D verschiedenartig, so lässt sich leicht 
zeigen, dass ihre Summe mit beiden verschiedenartig ist (immer 
vorausgesetzt, dass keins von beiden null ist). Da alles in demselben 
Systeme (n -|- 1) ter Stufe angenommen ist, so werden C nnd D sich 
auf einen gemeinschaftlichen Faktor (n — 1) ter Stufe bringen lassen. 
Es sei dieser E und 

C — E.c, D — E.d;alsoC + D = E(c + d). 
Sind nun C und D verschiedenartig , so darf d nicht in dem Systeme 
E . c enthalten sein , also ist auch (c -|- d) nicht in ihm enthalten ; 
also auch E (c -f- d) mit E . c verschiedenartig , also kann es ihm 
auch nicht gleich sein. Somit wird durch Hinzulegen der Grösse D 
auch die Grösse C geändert ; wenn also das eine Stück jener Summe 
sich ändert , während das andere dasselbe bleibt , so muss auch die 
Summe sich ändern. Soll folglich die Summe und das eine Stück 
derselben unverändert bleiben, so muss es auch das andere, d. h. das 
Eesultat der Subtraktion ist eindeutig. Da nun alle drei Grund- 
gesetze der Addition und Subtraktion hier gelten, so gelten auch 
alle Gesetze derselben. Die Grundbeziehung dieser Addition zur 
Multiplikation ist noch nicht vollständig dargelegt; nach der 
Definition ist zwar 

A.b + A.c — A.(b4-c); 
allein es ist auch zu zeigen, dass 

(A + B).c = A.c + B.c 
ist , wenn A und B Grössen n-ter Stufe in einem Systeme (n -|- 1)- 
ter Stufe sind. Dann kann man A = E.a, B«=:E.b setzen (na«h 
§ 48), und hat 

A.c4-B.c«=E.a.c-|-E.b.c. 
Der rechts stehende Ausdruck lässt sich , wenn man a und b zuerst 
auf die letzte Stelle bringt (wobei sich das Zeichen ändert), dann 
nach der Definition summirt , imd endlich den Faktor (a -|- b) wie- 
der auf die vorletzte Stelle zurückbringt (wobei das Zeichen wieder 
das ursprüngliche wird) , verwandeln in E . (a -|- b) . c , d. h. in 
(A -|- B) . c, also die Bichtigkeit jener Gleichung bewiesen. Da so- 
mit die Grundgesetze der Beziehung zwischen Addition und Multi- 
plikation hier gelten , so gelten auch alle Gesetze dieser Beziehung, 
und unsere Yerknüpfungsweise ist daher sowohl an sich^ als auch 
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in ihrer Beziehung als wahre Addition nachgewiesen. Somit kön- 
nen wir nun den Hauptsatz des vorigen Kapitels (§ 36) dahin er- 
weitem : 

„Für äussere Produkte gelten, wenn Produkte aus n ein- 
fachen Faktoren nur in einem Systeme (n -{- 1) ter Stufe be- 
trachtet werden, alle Gesetze der Addition und Subtraktion, 
und alle Gesetze der Beziehung zwischen ihnen und der Mul- 
tiplikation , wenn man die für diese Verknüpfungen aufgestell- 
ten Begriffe festhält "^ 

§ 51. Auch dies Gesetz hat also noch eine Beschränkung in. 
sich , was darin seinen Grund hat , . dass wir höhere Ausdehnungen 
bisher nur addiren konnten, wenn sie einem und demselben Sy- 
steme nächst höherer Stufe angehörten. Wir müssen nun, um 
das Gesetz in seiner Allgemeinheit aufstellen zu können, auch 
zeigen , was unter der Sunmie von Ausdehnungen , welche in be- 
liebig höheren Systemen liegen, verstanden sein könne. Wollten 
wir hier denselben Weg einzuschlagen versuchen , wie in den vor- 
hergehenden Paragraphen, und also als Summe zweier Grössen 
A.B und A.C, welche nicht demselben Systeme nächst höherer 
Stufe angehören, die Grösse A . (B -|- C) auffassen, so würde dies zu 
nichts führen , da dann B und C auch Ausdehnungen höherer Stufen, 
sind, welche nicht einem und demselben Systeme nächst höherer 
Stufe angehören, und also die eine Summe ihrer Bedeutung nach, 
eben so unbekannt ist, wie die andere. Es bleibt uns also nichts 
übrig , als den Begriff der Summe in diesem Falle rein formell auf- 
zufassen, ohne dass es möglich wäre, eine Ausdehnung aufzuweisen,, 
welche als die Summe sich darstellte. Wir definiren daher die 
Summe von Ausdehnungen n-ter Stufe , welche einem höheren Sy- 
steme als dem (n -|~ 1) ter Stufe angehören , dadurch , dass die 
Grundgesetze der Addition auf dieselbe anwendbar sein sollen, d. h. 
also als „dasjenige, was konstant bleibt, welche Veränderungen man 
auch mit der Form der Summe durch Anwendung der Additions- 
und Subtraktions- Gesetze vornehmen mag." Es erscheint somit 
diese Summe nicht mehr als reine Ausdehnung, d. h. als solche,, 
welche durch fortschreitende Multiplikation der Strecken gewonnen 
werden könnte, sondern sie tritt als Grösse von neuer Art, und zwar 
zunächst als Grösse von blos formeller Bedeutung hervor, die wir 
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daher am passendsten mit dem Namen der Summengrösse belegen 
könnten ; wir fassen sie mit der Ausdehnung unter dem Begriffe der 
Ausdehnungsgrösse zusammen. Um ihre konkrete Bedeutung zu 
gewinnen, müssten wir ihren Bereich aosmitteln, d. h. aufsuchen, wie 
sich die Form der Summe , die in dem Werth der Sttlcke besteht, 
ändern könne , ohne dass der Werth der Summe selbst sich ändere. 
Dadurch erhalten wir eine Reihe von konkreten Darstellungen jener 
formellen Summe, und die Gesammtheit dieser möglichen Dar- 
stellungen in Eins zusammengeschaut , wie die Arten einer Gattung 
(nicht wie die Theile eines Ganzen), würde uns den konkreten Begriff 
Tor Augen legen. — Indessen da diese SummengrÖsse nicht eher als 
in dem Systeme vierter Stufe eintreten kann , sie also im Saume, als 
einem Systeme dritter Stufe , keine Anwendung findet , so versparen 
wir uns diese Darstellung bis zum siebenten Kapitel, in welchem sich 
die Bedeutung einer solchen Summe auf einem verwandten Gebiet 
ergeben, und sich durch Anschauungen sowohl der Geometrie, als 
besonders der Statik fruchtreich gestalten wird. 

§ 52. Dagegen dürfen wir unsere Aufgabe nicht fallen lassen, 
das in diesem und dem vorigen Kapitel gewonnene Gesetz von allen 
Schranken , in denen es noch zusammengeengt ist , zu befreien , und 
also auch die Beziehung der Multiplikation zu dieser Addition auf- 
zufassen. Aber da die formelle Summe keine Ausdehnung darstellt, 
so ist auch das äussere Produkt jener formellen Summe in eine 
Strecke noch nicht seiner Bedeutung nach bestimmt. Nun muss auch 
diese wiederum formell durch das Fortbestehen der multiplikativen 
Beziehung bestimmt werden , und wir haben somit , wenn es über- 
haupt eine solche Multiplikation jener Summengrössen geben soll, 
dieselbe so zu definiren, dass 

(A-fB + C+....).p = A.p-fB.p + C.p-f.... 
sei. Doch dürfen wir dies nur dann festsetzen , wenn bei dem Kon- 
stantbleiben von A -f- B -f- C -j- • • • aiich A.p4-B«P"|-G.p-}-... 
konstant bleibt, indem das Wesen der Summe nur in diesem Konstant- 
bleiben besteht, und das Princip der Gleichheit das gleichzeitige 
Konstantbleiben erfordert. Also haben wir zu zeigen, dass , wenn 

A-f B + .... = P-f-Q + ... 
idt, auch 

A.p-|-B.p-j-... = P.p-[-Q.p-j-... 
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sein müsse. Dies ergiebt sich aber leicht, indem, wenn A -|- B -f- . . . 
der Summe P -|- Q -(- . . . gleich gesetzt wird , und beides formelle 
Snmmen sind , durch blosse Anwendung der Additionsgesetze (an- 
dere Anordnung, Zusammenfassung der Stücke, Auflösung der 
Stücke in kleinere Stücke) aus der einen die andere hervorgehen 
muss. Da nun jeder solchen Veränderung, welche ohne Aenderung 
des Gesammtwerthes verstattet ist , eine ebensolche mit den um den 
Faktor p vermehrten Grössen entspricht, so wird, wenn man mit 
diesen die entsprechenden Operationen, wie mit jenen vornimmt, 
gleichzeitig, während sich A-f-B-j- — inP-f-Q-}""»« verwandelt, 
auch A.p-j-B.p-j-... in P.p-f-Q.p-j-... übergehen. Somit 
wird es gestattet sein, jene Definition festzustellen, welche hiernach 
nichts ist, als eine abgekürzte Schreibart. 

§ 53. Da femer, wenn mit mehreren Strecken fortschreitend 
d. h. so multiplicirt wird, dass das jedesmal gewonnene Resultat 
mit dem nächstfolgenden Faktor multiplicirt wird, das Gesammt- 
produkt stets gleichen Werth behält, sobald das Produkt jener 
Strecken sich gleich bleibt, so können wir abkürzend statt jener 
Strecken, mit welchen fortschreitend multiplicirt ist, ihr Produkt 
setzen. Hierdurch ist der Begriff des Produktes zweier Ausdehnungen 
bestimmt , und so auch das Produkt einer formellen Summe in eine 
Ausdehnung , ein Produkt , was zwar im Allgemeinen wieder eine 
formelle Summe liefert, aber in besonderen Fällen auch in eine Aus- 
dehnung übergehen kann *). 

Dass nun nach dieser Bestimmung allgemein 

(A-fB).P = A.P + B.P 
ist, ergiebt sich leicht. Denn es sei P >= c . d . . ., so ist 

(A + B).P = (A-f B).c.d... 
nach der eben festgesetzten Bestimmung, ferner 

(A4-B).c = A.c + B.c 
nach § 52, also durch wiederholte Anwendung desselben Gesetzes 
(A-f-B).c.d.... = A.c.d...-|-B.c.d..., d.h.(A+B).P = 
A.P-f B.P. 



*) Nämlich, wenn die Stücke der Summe von n-ter Stufe sind and 
«inem System (n -f* ni)ter Stufe angehören, so wird durch Multiplikation mit 
einer Ausdehnung (m — l)ter Stufe desselben Systemes offenbar die formelle 
Summe in eine Ausdehnung verwandelt. 

6 
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l9t der zweite Faktor zerstückt, so lässt sich das entsprechende 
Gresetz hier nur für reale Sununen nachweisen, für diese ergebt 
sich ans obiger Gleichnng durch Yertauschung (wobei die Zeichen 
sich entweder in allen Gliedern oder in keinem ändern) 

P.(A+B)«.P.A + P.B 
Für formelle Summen ist noch nichts über die Vertauschbarkeit 
der Faktoren festgesetzt und daher auch jene Sehlussw^e noch nicht 
anwendbar. Da wir überhaupt noch nichts über den Begriff eines 
Produktes, dessen zweiter Faktor eine formelle Summe ist, fest- 
gesetzt haben, so ist uns erlaubt für den Fall, dass der zweite Faktor 
eine formelle Summe ist, dieselbe Voraussetzung zu machen, wie 
für den Fall, wo der erste es ist, und also auch dann 

P.(A + B) = P.A+P.B 
zu setzen und dies selbst auf den Fall zu übertragen , wo auch P 
eine formelle Summe darstellt. 

§ 54. Nachdem wir nun alle bis dahin noch bestehenden 
Schranken aufgehoben , und die Geltung der multiplikativen Grund- 
beziehung für alle Ausdehnungsgrössen theils aus dem Begriffe 
nachgewiesen, theils durch Definitionen festgestellt haben : so gelten 
somit alle Gesetze dieser Beziehung, wie auch alle Gesetze der 
Addition und Subtraktion , und es sind auf diese Weise alle ange- 
gebenen Begriffe im allgemeinsten Sinne gerechtfertigt. Wir fassen 
daher, nachdem wir am Schlüsse dieser Fntwickelxmgsreihe angelangt 
sind, die Resultate derselben in folgenden Sätzen zusammen : 

„Wenn alle Elemente einer Ausdehnung (in ihrer elementaren 
Darstellung*)) einer und derselben Erzeugung unterworfen d. h» 
statt jedes Elementes eine gleiche Strecke gesetzt wird , deren 
Anfangselement jenes Element ist , so ist die Gesammtheit der 
so gewonnenen Elemente die konkrete Darstellung einer Aus- 
dehnung, welche als Theil des zugehörigen Systems aufgefasst, 
das Produkt jener Ausdehnung in diese Strecke ist , und wir 
nannten dasselbe ein äusseres.^ 

Femer: „wenn man eine Ausdehnung mit den einfachen 
Faktoren einer andern fortschreitend auf die angegebene Weise 



*) Unter der elementaren oder konkreten Darstellang einer Ansdehnung 
Terstehen wir das Gebilde, welchem diese Aiudehnung zugehört. 
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multiplicirt , so ist das Besultat als Produkt jener ersten Ans* 
dehnung in diese letzte charaktensirt." 

„Als Summe zweier Ausdehnungen n-ter Stufe in einem 
Systeme (n-4-l)ter Stufe wurde diejenige Ausdehnung nach» 
gewiesen , welche hervorgeht , wenn man jene beiden auf einen 
gemeinschaftlichen Faktor (n — l)ter Stufe brachte, und die 
ungleichen Faktoren addirte.'' 

„Als Summe zweier Ausdehnungen n-ter Stufe in einem 
System von höherer als (n-|-l)ter Stufe ergab sich die formelle 
Summengrösse, welche dasjenige darstellte, was bei Anwendung 
der Additionsgesetze konstant blieb." 

„Endlich als Produkt einer Summengrösse in eine andere 
Grösse wurde die Summe aufgefasst, welche hervorgeht, wenn 
jedes Stück des einen Faktors mit jedem des andern multiplicirt^ 
und diese Produkte addirt werden." 

Die Gültigkeit aller dieser Bestimmungen wurde dadurch dar- 
gethan, dass für die Addition die Grundgesetze derselben und für die 
Multiplikation die Grundbeziehungen derselben zur Addition nach- 
gewiesen wurden, indem darin zugleich der Nachweis lag, dass alle 
Gesetze der Addition imd Subtraktion und der Beziehung der Mul- 
tiplikation zu beiden hier noch fortbestehen. 

§ 55. Es bleibt uns nur noch übrig, die Gesetze, welche die 
äussere Multiplikation als solche charakterisiren, in allgemeinerer 
Form zu entwickeln. Wir hatten oben in § 35 als das Eigenthüm- 
liehe dieser Art der Multiplikation das Gesetz dargestellt, dass man, 
wenn ein einfacher Faktor eines Produktes einen Summanden ent- 
hält , welcher mit einem der angrenzenden Faktoren gleichartig ist, 
diesen Summanden ohne Werthänderung des Produktes weglaissen 
kann; daraus ergab sich (§ 36), dass das Produkt von n einfachen 
Faktoren stets dann, aber auch nur dann als null erscheint, wenn 
sie von einander abhängig sind , d. h. von einem Systeme niederer 
Stufe als der n-ten umfasst werden. Dies können wir unmittelbar 
auf Faktoren beliebiger Stufen ausdehnen , wenn wir mehrere Aus- 
dehnungen dann von einander abhängig setzen, wenn die Summe 
ihrer Stufenzahl grösser ist als die des Systems, welches sie alle 
umfasst ; denn dann wird die Anzahl der einfachen Faktoren, welche 

6* 
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ihr Prodnkt enthält, grösser sein als die Stufenzahl des umfassenden 
Systems, also ihr Produkt in der That null sein. Also : 

„Das äussere Produkt ist null, wenn die Faktoren von einander 

abhängig sind, und liat einen geltenden Werth, wenn sie es 

nicht sind." 

Aus der Eigenthümlichkeit des äusseren Produktes ergab sich 
uns (§ 35) , dass zwei einfache Faktoren vertauscht werden dürfen, 
wenn man zugleich das Vorzeichen des Produktes ändert ; dies Ge- 
setz erweiterten wir dahin , dass ein einfacher Faktor eine gerade 
Anzahl von einfachen Faktoren ohne, eine ungerade mit Zeichen- 
wechsel überspringen dürfe. Da eine Reihe von einfachen Faktoren 
als Ausdehnung erschien , deren Stufenzahl der Anzahl jener ein- 
fachen Faktoren gleich ist , so folgt daraus zuerst , dass eine Aus- 
dehnung von gerader Stufe einen einfachen Faktor, also auch jeden 
andern, ohne Zeichenwechsel überspringen dürfe, und wiederum, 
dass bei Vertauschung zweier beliebiger aufeinander folgender Fak- 
toren dann und nur dann Zeichenwechsel eintrete , wenn beide von 
imgerader Stufe sind. *) Dass nun dies Gesetz auch noch für Summen- 
grössen gelte, ist klar, indem es, wei^n man mit den einzelnen Stücken 
durchmultiplicirt, für die einzelnen Produkte gelten muss , also auch 
für deren Summe. Also : 

„Zwei aufeinander folgende Faktoren sind mit oder ohne 



*) Es lässt sich dies, wenn a und b die beziehlichen Stufenzahlen der 
Ausdehnungen A und B sind, so ausdrücken, dass A.B«:=(— 1)«^ B, A 
sei. -7- Wenn beide Faktoren noch durch einen dritten Faktor getrennt sind, 
80 hängt bei der Vertauschung das Zeichen noch von diesem ab. So hat 
man z. B. 

A.B.C«(— l)»»>+to+c»C.B.A. 
Für die formelle Auffassung der äusseren Multiplikation bemerke ich noch, 
dass man ihre Eigenthümlichkeit, wenn einmal die multiplikative Beziehung 
zur Addition festgestellt ist, auch durch das Gesetz, dass zwei einfache Fak- 
toren mit Zeichenwechsel vertauschbar seien, vollkommen hätte charak- 
terisiren kSnnen. Denn ist a . b allgemein gleich — b . a, oder 

a . b -h b . a s= 0, 
so muss dies auch noch gelten , wenn b «s^a wird , dann ist a . a -|- a . a »» 0, 
also 2a . a BB öder a . a >» 0. Daraus folgt dann , dass überhaupt das Pro- 
dukt zweier gleichartiger Strecken null sei, woraus dann das den Begriff der 
äusseren Multiplikation charakterisirende Gesetz , wie wir es oben dar- 
stellten, hervorgeht. 
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Zeichenwechsel vertauschbar , je nachdem die Btufenzahlen 
beider Faktoren zugleich ungerade sind oder nicht." 
§ 56. Die in diesem Kapitel entwickelten Qesetze lassen 
gegenwärtig nur eine theilweise Anwendung auf die Greometrie und 
Statik zu, indem die Summengrösse, welche zuerst in einem System 
vierter Stufe auftritt, hier keine Anwendung finden kann. Die An- 
wendungen beschränken sich daher nur auf die erste Hälfte dieses 
Kapitels (§ 47 — 50), und bestehen darin, dass die Gesetze, welche 
im vorigen Kapitel ftir jene Disciplinen festgestellt wurden, von 
ihren Schranken befreit, und von einem allgemeineren Gesichts- 
punkte angeschaut werden. Zuerst in der Geometrie haben wir den 
netien Additionsbegriff auf die Flächenräume (als Ausdehnungen 
zweiter Stufe) zu übertragen. 

Doch müssen wir dann an den Flächenräumen ihre Richtungen, 
d. h. die Bichtungen der Ebene, welcher sie angehören, festhalten; 
und also zwei Flächenräume als ungleichartig auffassen , wenn die 
Ebenen, denen sie angehören, eine Verschiedenheit in den Eichtungen 
darbieten. Da nun die Flächenräume auf diese Weise aufgefasst 
Ausdehnungen zweiter Stufe sind, so werden sich zwei Flächen- 
räume , da sie zugleich einem und demselben Systeme dritter Stufe 
(dem Baume) angehören, nach § 48 auf einen gemeinschaftlichen 
Faktor erster Stufe bringen, d. h. sich als Spathecke (Parallelo- 
gramme) von gleicher Grundseite darstellen lassen. Die Summe 
derselben wird somit ein Spatheck sein, welches dieselbe Grundseite 
hat, dessen Höhenseite aber die Summe der beiden Höhenseiten jener 

« 

Spathecke ist. Hiemach kann man mm die Sätze von der Fort- 
bewegung (§ 28 und 29) allgemeiner so aussprechen : 

„Die geometrische*) Summe der Flächenräume, welche eine 
gebrochene Linie bei ihrer Fortbewegung beschreibt , ist gleich 
dem Flächenraum, welchen eine gerade Linie, die mit jener ge- 
brochenen gleichen Anfangspunkt und Endpimkt hat, beschreibt, 
wenn sie sich auf gleiche Weise fortbewegt", 
oder noch allgemeiner , indem wir die Strecke vom Anfangspunkt 



*) Dieses Adjektivs bediene ich mich, wenn die zu Bnmmirenden 
Grössen noch nicht hinreichend als Grössen mit konstanter Richtung be- 
zeichnet sind , um die Summe von üer rein arithmetischen Summe zu unter- 
scheiden. 
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aum Endpunkt der gebrochenen Linie die schliessende Seite der- 
selben nennen. 

„Die geometrische Summe der Flächenräume , welche eine ge- 
brochene Linie bei gebrochener Bahn beschreibt, ist gleich dem 
Flächenraum , welchen die Seite , die die erstere schliesst , in 
einer Bahn beschreibt, die die zweite schliesst.'' 
Für die Bewegung der Flächenräume hat man den Satz : 
„Die Summe der Körperräume, welche eine beliebig gebrochene 
Fläche in beliebig gebrochener Bahn beschreibt , ist gleich dem 
Körperraum , welchen die geometrische Summe jener Flächen- 
räume (die die gebrochene Fläche bilden) in der jene ge- 
brochene schliessenden Bahn beschreibt. '^ 
§ 57. Auch für die Statik und Mechanik besteht die An* 
Wendung dieses Kapitels in einer Erweiterung , welche jedoch hier 
so firuchtreich ist, dass nun erst der ganze Eeichthum der Be- 
siehungen hervortreten kann. Zuerst die Beschränkung, welche 
bei dem Gesammtmoment mehrerer Kräfte in Bezug auf einen Punkt 
hinzugefügt wurde (§41), fällt jetzt weg, und wir können daher 
sagen , unter dem Gresammtmoment mehrerer Kräfte in Bezug auf 
einen Punkt sei die Summe aller einzelnen auf jenen Punkt bezüg- 
lichen Momente verstanden ; und zugleich ist klar , dass , wenn man 
durch diesen Punkt eine Strecke als Axe zieht , das Moment in Be- 
zug auf diese Axe gefunden wird, wenn man diese Axe in jenes erste 
Moment multiplicirt. Sind z. B. aß, yi, , , . die Kräfte, so ist ihr 
Gesammtmoment M^ in Bezug auf einen Punkt ^ gleich 

[ßo] . [aß] + [qy] . H + ; 

und in Bezug auf eine Axe <T^ ist das Moment derselben Kräfte 
gleich 

[<x?].[H.[«/^]+[<^?].[?y].[y^+...-, 

oder gleich 

[tfp].Me. 
Dass nun auch hier das Gesammtmoment der innem ELräfte in 
Bezug auf einen beliebigen Punkt null ist , bedarf wohl kaum eines 
Beweises , indem sogleich einleuchtet , dass der Beweis auf ähnliche 
Weise , nur noch einfacher , erfolgt , wie der oben (§ 42) für den 
beschränkteren Begriff geführte. Und damit ist klar, wie die 
sämmtlichen oben aufgestellten Sätze (§43 und 44) auch in dieser 
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Yerallgemeinerung noch gelten. Namentlich wird der in § 43 auf- 
gestellte Hauptsatz jetzt so ausgesprochen werden können : 

„Das Gesammtmoment aller Bewegungen, welche den einzelnen 
Punkten (eines Vereins von Punkten) innerhalb eines Zeitraums 
mitgetheilt werden, ist gleich dem Gesammtmoment d^r sämmt- 
liehen Kräfte, welche dem Vereine dieser Punkte während 
jener Zeit von aussen mitgetheilt werden , und zwar in Bezug 
auf jeden beliebigen Pimkt." *) 
Wirken also namentlich . keine ELräfte von aussen ein , so muss 
auch das Gesammtmoment aller mitgetheilten Bewegungen während 
jedes Zeitraumes null sein, d. h. das Gesammtmoment aller Be- 
wegungen , welche den Punkten einwohnen , muss in der Zeit kon- 
stant sein. **) Dies Gesammtmoment stellt somit eine unveränder- 
liche Ebene und in derselben einen konstanten Flächenraum dar; 
jene Ebene ist es, welche La Place die unveränderliche Ebene (plan 
invariable) nennt , und welche vermittelst unserer Wissenschaft sich 
auf die einfachste Weise durch Summation ergiebt. Die Schwierig- 
keit der Ableitung nach den sonst üblichen Methoden übersieht sich 
leicht, wenn man nur einen Blick wirft auf die in La drangehe 
mScaniqm anal, ***) oder in La Piacia mic. ciL geftlhrten Ent- 
wickelungen, und auf die komplicirten Formeln, in welchen dort die 
Darstellung fortschreitet. 

§ 58. Wir könnten zwar schon hier die Hauptsätze für die 
Theorie der Momente aufstellen ; da indessen die Betrachtung der 
Momente im zweiten Abschnitte sich noch weit einfacher gestalten 
wird , so will ich hier nur ein Paar Beispiele geben , um zu zeigen, 
mit welcher Leichtigkeit sich durch Hülfe unserer Analyse die hier- 
hergehörigen Aufgaben lösen lassen, und in welcher Ergiebigkeit 
die interessantesten Sätze daraus gleichsam hervorsprudeln. Zu- 
erst sei die Aufgabe die, aus dem Momente in Bezug auf einen 
Punkt das in Bezug auf einen andern um eine Strecke von ge- 



*) Die darans hervorgehende Gleichung werden wir späterhin bei der 
Anwendung der Differenzialrechnung auf unsre Wissenschaft darstellen; 
«. § 105. 

**) Es ist dies , wie man sich leicht überzeugt , das Prineip der kpn- 
fltanten Flächenräume. 
***) P. 262—269. 
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gebener Länge und Richtung von ihm entfernten Punkt zu finden, 
wenn ausserdem die Gesammtkraft (die Summe der als Strecken dar- 
gestellten Kräfte) ihrer Länge und Kichtong nach gegeben ist. Es 
seien c und % die beiden Punkte Mir das gegebene auf den ersten 
Punkt bezügliche, Mi: das auf den zweiten bezügliche Moment , [a/5], 
\yi\ .... die Kräfte er , y , ihre Angriffspunkte , s die Oesammtkraft 
ihrer Länge und Eichtung nach, also 

s=[«/?] + [yrf] + ... 
Dann ist 

M« = [or«].[«/?] + [<ry].[y<r] + ... 

Zieht man beide Gleichungen von einander ab, so erhält man, da 

[aa] — [Ta] = [tfa] -f- [öt] = [<rr] 

ist u. 8. w., die Gleichung 

Mir — Mr = [(«r].([ö/?]4-fyrf] + ....) = [<rr].8, 

wodurch die Aufgabe gelöst ist, und man hat den Satz gewonnen : 
„Eückt der Beziehungspunkt um eine Strecke fort, so nimmt 
das Moment um das äussere Produkt der Gesammtkraft in diese 
Strecke zu.«*) 
Hierin liegt sogleich, dass das Moment dasselbe bleibt, wenn 

jenes äussere Produkt null ist , d. h. wenn der Beziehungspunkt in 

der Richtung der Gesammtkraft fortschreitet, oder anders ausge- 

drtickt, dass 

„die Momente in Bezug auf alle Punkte, welche in einer und 
derselben mit der Gesammtkraft parallelen Linie liegen , ein- 
ander gleich sind. 

Femer 

„Ist das Moment in Bezug auf irgend einen Punkt null, so ist 
es in Bezug auf jeden andern Punkt gleich dem äusseren Pro- 
dukt der Gesammtkraft in die Abweichung des letzten Punktes 
von dem ersten.'' 
§ 59. Eine andere Aufgabe, welche die Abhängigkeit der 

Momente in Bezug auf Axen, die durch denselben Pimkt gehen, auf- 



*) Hierbei ist das Wort „znnehmen'* in demselben allgemeinen Sinne 
genommen, in welchem man auch sagen kann, 8 habe um ( — 3) zugenommen, 
wenn 5 daraus geworden ist. 
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fasst , ifit die , aus den Momenten in Bezug auf 3 Axen , die durch 
einen Punkt gehen und nicht in derselben Ebene liegen, das Moment 
in Bezug auf jede vierte Axe , die durch denselben Punkt geht , zu 
finden. £s seien a, b, c die drei Axen, A, B, C die auf sie bezüg- 
lichen Momente , aa,^ßh'\^yc, wo cc^ ß, Y Zahlen vorstellen, die 
Tierte Axe, deren zugehöriges Moment D gesucht wird.*) Das 
Moment in Bezug auf den Durchschnitt der drei Axen sei M , so ist 
nach § 57 

A — a.M, B = b.M, C — c.M 
D — (aa4-/^+yc).M. 
Lösen wir in dem letzten Ausdrucke die Klammer auf, so wird 

D — aa.M + i«).M+yc.M 
«»«A+i^B + yC. 
Dies Kesultat in Worten ausgedrückt : 

„Aus den Momenten dreier Axen, die durch Einen Punkt gehen, 
ohne in Einer Ebene zu liegen, kann man das jeder andern 
Axe, die durch denselben Punkt geht, finden-, und zwar herrscht 
zwischen den Momenten dieselbe Vielfachen - Gleichung , wie 
zwischen den Axen." **) 
Wenn einer der Koefficienten null wird, so hat man den Satz : 

„Aus den Momenten zweier Axen, die durch einen Punkt 

gehen , kann man das jeder andern Axe , die durch denselben 

Punkt geht, finden, und zwar herrscht zwischen den Momenten 

dieselbe Vielfachen-Gleichung wie zwischen den Axen." 

Wir werden späterhin bei der allgemeineren Behandlung der 

Momente auch diesen Satz in viel allgemeinerer Form darstellen 

können. 



*) Dass sich jede Strecke im Baume als Summe aus 3 Stücken dar- 
stellen läset, welche 8 gegebenen Strecken parallel sind, ist oben gezeigt, 
darin lieg^, dass sie sich als Vielfacbensumme derselben darstellen Iftsst. 

**) Der Kürze wegen sagen wir , zwischen Grössen bestehe eine Viel- 
fachen -Gleichung, wenn die Glieder der Gleichung nur Vielfache jener 
Grössen darstellen. 
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Viertes Kapitel. 

Aeussere Division, Zahlengrösse. 

§ 60. Die znr Multiplikation gehörige analytische Verknüpfnng 
ist die Division; folglich wird nach dem allgemeinen Begriff der 
analytischen Yerknüpfang (§ 5) das Dividiren darin bestehen , dass 
man zu dem Produkte imd dem einen Faktor den andern sucht ; 
und es wird vermöge dieser Erklärung jeder besonderen Art der 
Multiplikation eine ihr zugehörige Art der Division entsprechen; die 
äussere Division wird also darin bestehen, dass man zu dem äusseren 
Produkt und dem einen Faktor desselben den andern sucht. Es 
ist klar, dass hier, da die Faktoren des äusseren Produktes im 
Allgemeinen nicht vertauschbar sind, auch zwei Arten der Division 
au unterscheiden sind, je nachdem nämlich der erste Faktor ge- 
geben ist oder der zweite (vergl. § 11). Wir bezeichnen den ge- 
buchten Faktor (Quotienten) so , dass wir das gegebene Produkt A 
(den Dividend) nach gewöhnlicher Weise über den Divisionsstrich, 
den gegebenen Faktor B (den Divisor) unter denselben setzen , die- 
sem gegebenen Faktor aber einen Punkt folgen oder vorangehen 
lassen , je nachdem der gesuchte Faktor als folgender oder voran- 

A 

gehender Faktor aufgefasst werden soll. Also :^ bedeutet den 

B. 

Faktor C, welcher als zweiter Faktor mit B verknüpft A giebt , also 

welcher der Gleichimg genügt : 

B.C — A; 

lind r^ bedeutet den Faktor C , welcher als erster Faktor mit B ver- 
• B 

knüpft A giebt, d. h. der Gleichung genügt : 

C.B = A; 

oder beide Bestimmungen durch blosse Formeln ausgedrückt : 

Hierbei haben wir dann nur festzuhalten, dass wenn die Stufen- 
zahlen von der Art sind, dass die Faktoren direkt vertauschbar 
sind , beide Quotienten gleichen Werth haben , wenn sie hingegen 
nur mit Zeichenwechsel vertauschbar sind, beide Quotienten ent- 
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gegenge^etzten Werth haben. *) Daher wird man im ersteren Falle 
auch das Zeichen des Punktes im Nenner weglassen können , wenn 
man nicht etwa die Division noch ins Besondere als äussere be- 
zeichnen will. ' * 

§ 61. Es kommt nun darauf an, aus der formellen Bestim- 
mung die wesentliche Bedeutung des Quotienten zu ermitteln. Da 
das äussere Produkt zweier Ausdehnungen stets eine Ausdehnung 
giebt, welcher jene beiden untergeordnet sind und deren Stufen- 
zahl die Summe ist aus den Stufenzahlen der Faktoren, so folgt 
zunächst, dass auch der Quotient nur dann eine Ausdehnung dar- 
stellen könne, wenn der Divisor dem Dividend untergeordnet ist, 
d. h. von dem System des Dividend ganz umfasst wird ; und dass 
dann zugleich der Divisor von niedererer Stufe sein muss als der 
Dividend , die Stufenzahl des Quotienten aber die Differenz ist zwi« 
sehen denen des Dividend und Divisors. In jedem andern Falle 
kann also der Quotient keine Ausdehnung darstellen, sondern nur 
eine formelle Bedeutung haben , die wir vorläufig auf sich beruhen 
lassen. Umgekehrt zeigt sich aber auch, dass der Quotient jedes*- 
mal dann eine Ausdehnung darstellen muss, wenn jene Bedingung 
erfällt ist, dass nämlich der Divisor dem Dividend untergeordnet 
sei. Nämlich nach § 48 kann man jede Ausdehnung n-ter Stufe 
auf (n — 1) beliebige ihr untergeordnete Faktoren bringen, sobald 
diese nur von einander unabhängig sind , und somit kann man sie 
auch auf jede geringere Anzahl untergeordneter Faktoren bringen, 
d. h. sie als Produkt darstellen , dessen einer Faktor eine beliebige 
ihr untergeordnete Ausdehnung ist. Also 

„Der Quotient ist nur dann, aber auch stets dann, eine Aus- 
dehnung, wenn der Divisor dem Dividend untergeordnet und 
von niedererer Stufe ist, und zwar ist seine Stufenzahl dann der 
Unterschied der beiden Stufenzahlen des Dividend und Divisors.^ 
§ 62. £s bleibt nun zu untersuchen, ob in diesem Falle der 
Quotient eindeutig ist , oder mehrdeutig, imd wie im letztem Falle 



*) Da die Vertauschung der Faktoren nur dann einen Zeichenwechsel 
erfordert , wenn beide von ungerader Stufenzahl sind, das Produkt also von 
gerader, so werden auch beide Quotienten nur dann entgegengesetzten Werth 
haben, wenn der Dividend von gerader, der Divisor von ungerader Stufe ist; 
in jedem andern Falle werden sie gleichen Werth haben. 
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die Gesammtheit sein» Werthe gefunden werden kann. Es sei 

A 

^- der zu untersncliende Quotient, und B der Grösse A unterge- 

ordnet. Nach dem vorigen § giebt es nun allemal eine Ausdehnung, 
welche mit B multiplicirt A giebt, d. h. welche als Quotient aufge- 
fasst werden kann ; es sei C eine solche, so dass also 

B.C = A 
ist, und die Frage ist die, ob es noch andere von C verschiedene 
Ausdehnungen gebe, welche statt G in diese Gleichung gesetzt wer- 
den können. Jedenfalls müsste dieselbe (§61) von derselben Stufe 
sein wie C. Jede von verschiedene Ausdehnung derselben Stufe 
wird sich , wenn X eine beliebige Grösse derselben Stufe ist, dar- 
stellen lassen in der Form G -|-' X , und es ist also X so zu be- 
stimmen, dass 

B.(C + X) = A 

A 

ist, wenn C -}- X auch als ein Werth des Quotienten — - erscheinen 

B . 

soll. Man hat dann 

B.C + B.X = A — B.C, 

d.h. 

B.X = 0. 
Nun giebt aber nach § 55 nur das Produkt zweier abhängiger 
Grössen, aber ein solches auch allemal null, folglich gentigt ausser 
dem partiellen Werth G des Quotienten noch jede andere Grösse, 
welche von ihm um einen vom Divisor abhängigen Summanden ver* 
schieden ist, aber auch keine andere. Die Gesammtheit dieser 
Grössen, die von B abhängig sind, oder welche statt X gesetzt der 
Gleichung 

B.X = 
gentigen , können wir nun nach der Definition des Quotienten mit 

~ bezeichnen, somit haben wir 

TT ~ ^ + !"• 

Dies Eesultat können wir in folgendem Satze darstellen : 

„Wenn der Divisor (B) dem Dividend (A) untergeordnet und 
von niedererer Stufe ist, so ist der Quotient nur partiell bestimmt, 
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und zwar findet man , wenn man einen besonderen Werth (C) 
des Quotienten kennt, den allgemeinen, indem man den unbe- 
stimmten Ausdruck einer von dem Divisor (B) abhängigen Grösse 
zu jenem besondem Werth hinzuaddirt, oder es ist dann 

Auf die Raumlehre übertragen sagt dieser Satz aus, dass 
erstens, wenn zu einem Spathecke (Parallelogramme) die Grundseite 
und der Flächenraum (nebst der Ebene , der er angehören soll) ge- 
geben ist, dann die andere Seite, die wir Höhenseite genannt 
haben , nur partiell bestimmt sei, und dass, wenn ihr Anfangspunkt 
fest ist , der Ort ihres Endpunktes eine mit der Grundseite parallele 
gerade Linie sei ; dass zweitens, wenn zu einem Spathe die Grund- 
fläche und der Körperraum gegeben ist, die andere Seite (Höhen- 
seite) nur partiell bestimmt sei , und der Ort ihres Endpunktes bei 
festem Anfangspunkt eine mit der Grundfläche parallele Ebene sei ; 
und dass endlich, wenn zu einem Spathe die Höhenseite und der 
Körperraum gegeben ist , die Grundfläche partiell bestimmt sei, in- 
dem dieselbe als der veränderliche ebene Durchschnitt eines Pris- 
mas, dessen Kanten der Höhenseite parallel sind, erscheint. Dies 
letztere bedarf eines Nachweises. Ist nämlich eine Grundfläche 
als besonderer Werth jenes Quotienten gefimden, d. h. giebt sie 
wirklich mit der gegebenen Höhenseite äusserlich multiplicirt den 
gegebenen Körperraum, und stellt man sich diese Grundfläche in 
Form eines Spathecks vor, so wird man jedes andere Spatheck, was 
mit der gegebenen Höhenseite äusserlich multiplicirt dasselbe Produkt 
giebt, dadurch aus dem ersten gewinnen, dass man den Seiten des 
ersten beliebige mit der Höhenseite parallele Summanden hinzufügt, 
worin dann der ausgesprochene Satz liegt. 

§ 63. Aus dem Satze des vorigen § ergiebt sich, dass man 
die Gesetze der arithmetischen Division nicht ohne weiteres auf unsere 
Wissenschaft übertragen könne , namentlich dass man im Dividend 



*) Es ist dies unbestimmte Qlied sehr wohl zu vergleichen mit der un- 
bestimmten Konstanten bei der Integration , und das eigenthümliche Ver- 
fahren, welches dadurch herbeigeführt wird, ist hier dasselbe wie dort.**) 

**) Vergleiche die Anm. zu S. 7 und 12. (1877.) 



94 Aeuasere Diyision. § 63 

tmd Divisor nicht gleiche Faktoren wegheben dürfe. Aber da über- 
haupt die Rechnung mit unbestimmten, wenn auch nur partiell im- 
bestimmten Grössen , mannigfachen Schwierigkeiten unterliegt , und 
in der anderweitigen Analyse des Endlichen nichts vollkonmien ent- 
sprechendes findet, so ist es am zweckmässigsten, diesen unbestimmten 
Ausdruck durch bestimmte Ausdrücke zu ersetzen. 

Es ergiebt sich nämlich, dass der Quotient ein bestinm[kter ist, 
sobald derselbe seiner Art nach gegeben d. h. das System gleicher 
Stufe bestimmt ist, dem er angehören soll, vorausgesetzt nämlich, 
dass dies System von dem des Divisors unabhängig, dem Systeme des 
Dividend aber untergeordnet sei. Wird diese Voraussetzung er- 
füllt , so ist in der That immer ein aber auch nur Ein Werth des 
Quotienten möglich, welcher in dem gegebenen Systeme liegt. Denn 
denkt man sich irgend eine diesem Systeme gleichartige Ausdeh- 
nung (C) mit dem Divisor multiplicirt , so wird das Produkt dem 
Dividend gleichartig sein, also auch durch Yergrösserung oder Ver- 
kleinerung jener Ausdehnung (G) dem Dividend gleich g^ooiacht 
werden können, wobei diese Ausdehnung (C) selbst sich als Quo- 
tient darstellt. Aber auch nm* Ein solcher Werth des Quotienten 
wird hervorgehen, es sei nämlich G ein solcher Werth des Quotienten 

A 

— — , so dass also B . G — A ist ; es verwandle sich G in eine ihm 

gleichartige Grösse G -{- G| , wo G^ nicht gleich null ist , so hat 
man B.(G-fGi) = B.G + B.Gi = A + B.Gj^ es ist also 
B (G 4' ^i) laicht gleich A, da B . G^, weil beide Faktoren nach der 
Voraussetzung von einander unabhängig sind, nicht null geben kann. 
Also jeder andere mit G gleichartige Werth genügt statt C gesetzt 
nicht der Gleichung 

B.G = A, 

A 

d. h. kann nicht als ein Werth des Quotienten — aufgefasst werden ; 

B • 

also giebt es nur einen solchen. Dies Resultat kann man auch 

so ausdrücken : Wenn zwei gleiche Produkte einen gleichen Faktor 

haben, und der andere Faktor in beiden gleichartig, von dem ersten 

aber unabhängig ist, so ist auch dieser in beiden gleich. Es kommt 

nun darauf an , für diesen bestimmten Quotienten eine angemessene 

Bezeichnung zu finden. Es sei P der Dividend, A der Divisor, B 
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eine Grösse, welcher der Quotient gleichartig sein soll, A und B seien 
beide dem Systeme P untergeordnet, aber von einander unabhängig ; 
dann wird P sich als Produkt von A| in B, wo Af mit A gleichartige 
ist, darstellen lassen, der Quotient wird also 

AfB 
A. 
sein ; diesen können wir , sofern er mit B gleichartig sein soll, vor- 
läufig mit 

bezeichnen. Also — ^ B soll die mit B gleichartige Grösse Bj be~ 

zeichnen, welche der Gleichung 

Ai.B — A.B, 
genügt.*) 

§ 64. Um nun die Bedeutung dieser Ausdrücke auszu- 
mitteln , haben wir die Verbindung eines und desselben Ausdrucks. 



*) Die Bezeichnung kann keine Zweideutigkeit hervorrufen, da wir bis- 
her noch nicht einen Quotienten zweier gleichartiger Grössen kennen gelernt 

Ai 

haben. Dabei bleibt yorläufig unentschieden, ob in dieser Bezeichnung -r- 

in der That als Quotient und seine Verbindung mit B als Multiplikation auf- 
zufassen sei ; doch wird die Angemessenheit der Bezeichnung erst dann klar 
werden können, wenn wirklich jene Auffassung sich herausstellt. Durch 
einen Seitenblick auf die Zahlenlehre, mit welcher hier unsere Wissenschaft 
in Berührung tritt, ohne aber yon ihr Sätze zu entlehnen, leuchtet ein, dasa 
wenn A i ein Vielfaches von A ist , auch B j ein eben so Vielfaches von B 

sein müsse, und dass also , wenn wir unter -^ die Zahl yerstehen, welche 

A 

angiebt, ein Wievielfaches Af von A sei, dann Bi in der Form -^ B darge- 

A 

stellt werden könne. Allein so einfach diese Anwendung der Zahlenlehre- 

anch sein mag, so dürfen wir sie hier nicht aufnehmen, ohne unserer 

Wissenschaft zu schaden. Auch würde sich dieser Verrath an unserer 

Wissenschaft bald genug rächen durch die mannigfachen Verwickelungen 

und Schwierigkeiten, in die wir sehr bald durch den Begriff der Irrationalität- 

gerathen würden. Wir bleiben daher, ohne uns durch die betrügerische 

Aussicht auf einen bequemen Weg verlocken zu lassen, unserer Wissenschaft 

getreu. 
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A 

— - mit verschiedenen Grössen zu untersuchen. Zunächst ergiebt sich, 

A 

dass, wenn A, B, C von einander unabhängig sind, und 

|»B-B, 

ist, dann auch allemal 

A ^-ß"^ 
sein muss. Denn aus der ersten Gleichung hat man nach der De- 
finition 

Ai.B = A.Bi. 

Und setzt man — i C = Cj so ist 

A 

Ai.C — A.Ci. 

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit C, die zweite mit 

B (auf zweiter Stelle), so hat man 

Ai.B.C =« A.Bi.C 

Ai.B.C — A.B.Ci. 
Also auch 

A,Bi.C = A.B.Gj. 
Da mm B| . C mit B . Ci gleichartig ist , und der andere Faktor (A) 
sowohl als das Produkt auf beiden Seiten gleich ist, so muss (§ 63) 

Bi.C = B.Ci; d.h. 



sein. Also wenn 



|io-c-^e 



A* ^ ^ 
-^ B = Bi 



ist, so geben die Ausdrücke -r-i und — ^ mit jeder beliebigen von 

A B 

A . B unabhängigen Grösse verbunden dasselbe Resultat. Aber wir 

können nun zeigen, dass dies auch dann noch der Fall sein müsse, 

wenn beide Ausdrücke mit einer Grösse C verbunden sind, welche nur 

von A und von B unabhängig ist, ohne zugleich von dem Produkte 

A.B unabhängig zu sein. Zunächst erweisen wir dies für den 

Fall, dass eine Strecke sei, die wir mit c bezeichnen wollen. 

Es sei also 
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— i c » Ci oder A| . c »» A . C) , 
A 

wfi c zwar von A und B unabhängig; aber von A . B abhängig sei. 

Um nun sm zeigen, dass dann, wenn 

-— B «" B| ist, auch ^ c «- -r-^ c «= Ci 
A B A 

sein müsse , suchen wir den Faktor c durch Hinzufligung einer yon 

A . B unabhängigen Strecke p selbst davon unabhängig zu machen. 

Man erhält dann statt A| . c den Ausdruck A| . (c -|-p) ; diesem wird 

ein Ausdruck gleichgesetzt werden können, dessen erster Faktor A 

und dessen zweiter mit (c-j-p) gleichartig ist, und also als Summe 

zweier mit c und p gleichartiger Stücke dargestellt werden kann, es 

sei derselbe c^ -f- pi so hat man 

Ai.(c+p)«:A.(c5 4-pi). 

Multiplicirt man diese Gleichimg mit p, so erhält man 

A4 . c . p = A . C2 . p oder, da A| . c = A . C| ist, 

A . Cj^ . p = A . C3 . p 

und daraus folgt , da die entsprechenden Faktoren gleichartig sind, 

nach § 63 die Gleichung 

Ci— Cj. 

Führt man daher statt c^ diesen Werth q oben ein, so erhält man 

^i-(c + p) = A.(ci+pi). 
Und da nun p von A . B unabhängig war, also auch (c -j- p) davon 
unabhängig ist, so können wir nun das oben erwiesene Gesetz an- 
wenden, dass 

Bi-(c+p) = B.(ci+pi) 

ist ; also auch, mit p multiplicirt, 

Bi.c.pss-B.Cj.p; 

imd da hier die entsprechenden Faktoren gleichartig sind, so hat man 

B A 

Bi . c — B . Ci oder — ^ c — Cj ^ -r-c 

B A 

auch dann noch, wenn c von A . B abhängig ist. Nun können wir 

dies Resultat leicht ausdehnen auf den Fall, dass die Ausdrücke 

-p- und :^ welche der Gleichung 
A B 

-iB — Bj oder Ai.B — A.Bi 
A 
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entsprechen, mit einer beliebigen von A und Ton B unabbttngigen 
Grösse höherer Stufe C verbunden sind. Es iei C «» c. d . e . . . . , 
80 Ittsst sich jede mit C gleichartige Grösse Cf in der Form Cf . d . e . ^ . 
darstellen, wie wir schon an mehreren Orten gezeigt haben. Ist also 

4^C — Ci oder Ai.C-=A.Ci, 
A 

so hat man nun durch jene Substitution 

Ai .c.d.e....«sA.C|«d.e,.., 

woraus, vermöge der Gleichartigkeit der Faktoren, folgt (§ 63) 

Ai . C an A . C| , 

somit auch nach dem so eben erwiesenen Satze 

Bi . c «■ B . Ci , 
also auch durch Wiederholung derselben Schlussreihe 

Bi . c . d . e . . . «s B . C| . d . e . . . , 
d.h. 

Bi.C = B.Cioder^C — C, = 4^C. 

B A 

Wir haben somit den allgemeinen Satz bewiesen : 

„Wenn -^ B = Bi ist, so ist auch in Bezug auf jede Grösse C, 
welche von A und von B unabhängig ist, 

ÄT^-B"^- 

A B 

§ 65. Da nun der Begriflf der Ausdrücke -~ und ^ nur be- 

A B 

stimmt ist, so fem sie mit Grössen verbunden sind, die von A und B 

unabhängig sind, und für jede zwei solche Verbindungen, in welche 

— und =-- mit derselben Grösse eingehen, unter der Yoraussetzimg, 
A B 

dass 

A 

ist, die Gleichheit dargethan ist, so folgt , dass wir berechtigt sind» 

die Ausdrücke -r- und — unter obiger Voraussetzung selbst ein- 

A B 

ander gleichzusetzen, und dadurch den Begriff, den diese Ausdrücke 

an sich haben, zu bestimmen. Also 



^B = Bi 
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Ai 

„Wenn -^ B = Bj oder A^ . B = A . B| ist (A und B von ein- 
A 

A B 

ander unabhttngig gedacht), so setzen wir —^ gleich —^.^ 

A B 

Es ist kkr, wie hierdurch die Bedeutung von -— ^B auch dann 

A 

bestimmt ist , wenn B von A abhltngig ist ; denn man hat nur eine 

Hülfsgrösse C anzunehmen, welche von A und B unabhängig ist, 

und C| so zu bestimmen, dass nach der angegebenen Definition 

C A| 

— ^ gleich ist — , so ist durch Substitution des Gleichen 

und dadurch auch der Begriff des ersten Ausdrucks bestimmt. Nament- 
lich ergiebt sich daraus, dass 

A ^ ^« 

ist. Deim nimmt man eine Hülfsgrösse B, welche von A unabhängig 
ist, und setzt 

r"B"'^''B'^ = ^*' 
so rnnsB anch nach dem allgemeinen Begriff des Gleichen 

A^ B ^ 

sein ; der letztere Ausdruck ist aber, wir wir soeben zeigten, gleich 
A| , also auch der erstere , was wir zeigen wollten. Hieraus nim 

Ai 

folgt zugleich , dass der Ausdruck — als Quotient aufgefasst wer- 
den könne, sobald seine Verbindung mit andern Grössen, wie wir 
sie bisher beschrieben, als Multiplikation dargethan ist, d. h. die Be- 
ziehung jener Verbindung zur Addition als eine multiplikative nach- 
gewiesen ist. 

§66. Zuerst iflt^(b4-c) = ^b-|-^c. NämHch^(b+c) 

A. A. A. A. 

st eine mit b -{- c gleichartige Strecke, welche sich daher auch in 
Stücken ausdrücken lassen muss, die mit b und c gleichartig sind ; es 
seien dies b^ und C|, also 



-^-;.Tr" -v 7* 
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oder Aj . (b + c) = A. (b^ -[- c,). 
Man maltiplicire diese Gleichung mit c, so hat man 

A| . b . e sBs A . b| . c, 
also auch vermöge der Gleichartigkeit der Faktoren 

Ai.bssBA.bi oder — b«=*bj. 

Auf dieselbe Weise ergiebt sich durch Multiplikation mit b, dass 

A, 

ist; substituirt man diese Ausdrücke für bi und c^ in die obige 
Gleichung *), so hat man in der That 

Es ist dies nun auszudehnen auf den Fall, dass statt b und c Aus- 
dehnungen höherer Stufen B und C eintreten. Die Summe derselben 
giebt nach § 47 nur dann eine Ausdehnung, wenn beide Ausdehnungen 
n-ter Stufe sich auf einen gemeinschaftlichen Faktor (n — l)ter Stufe 
bringen lassen. Es sei daher 

B=b.E, C = c.E. 
Dann sei 

Ai A« 

— lb==b|; T-c= ci, also Ai .(b --|- c) = A.(bi + Ci), 

A A 

so ist auch noch, wenn man diese Gleichung mit E multiplicirt, 

Ai.(b + c).E — A.(bi + Ci).E 
oder 

Ai.(b.E + c.E)=ÄA.{bi,E + Ci.E) 
oder 

••) ...^(B + C) — b,.E + Ci.E. 

Es ist aber, wenn man die Gleichungen, durch welche b^ und C| be- 
stimmt wurden, in Produktform darstellt imd mit E multiplicirt, 

Ai . b . E = A . bi . E ; A| . c . E s» A . ci . E 
also 

A 
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und auf dieselbe Weise 

A 
Diese Ausdrücke ftlr b^ • E und Ci . E in die obige Gleichung * *) sub- 
stituirt, hat man 

Gilt nun die multiplikative Beziehung für reale Summen, so gilt 
sie auch für formale, weil diese ihrem Begrifife nach nur durch jene 
bestimmt sind ; da nämlich dann B -f- C keine Ausdehnung darstellt, 
so hat auch 

^(B + C) 
nur die formelle Bedeutung, dass es 

A A 

gesetzt werde. Es gilt also die multiplikative Beziehung für diese 

Ausdrücke f -^ etc. J allgemein, und ihre Verknüpfung, wie wir sie 

aufgefasst haben, ist als wahre Multiplikation zu fassen. Alsoist auch 

— — selbst ein wahrer Quotient*). 
A 

§ 67. Um eine anschaulichere Idee des Quotienten zu gewinnen, 
gehen wir zunächst von Strecken aus ; es seien a und b von einander 
unabhängig, imd 

-i a=s -1 oder a| . b = a . bj, 
a D 

so hat man aus der letzten Gleichung 

aj . b -{- b^ . a — o, 

oder da man dem zweiten Faktor Stücke hinzufügen darf, die dem 

ersten gleichartig sind, 



*) Da die Stnfenzahl des Quotienten die Differenz ist zwischen den Stufen- 

zahlen des Dividend und Divisor, so ist -7^ als Ausdehnungs-Grösse 0-ter Stufe 

A 

zu fassen, was auch damit übereinstimmt, dass wenn eine Ausdehnung mit 

ihr multiplicirt wird, sich deren Stufenzahl nicht ändert. 
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ai . (a + b) -:f- bi . (a + b) = 0, 

d. h. (a -f- b) und (a^ -|- b|) sind gleichartig oder können als Theile 
desselben Systems erster St. anfgefasst werden. Nach der Erzeugongs- 
weise des Systems erster St. mussten dann a^ und b^ entsprechende 
Theile von a und b sein. Schreibt man nun die ursprüngliche 
Gleichimg als Proportion 

ai : a = bi : b, 
so gelangt man zu dem Satze : Vier Strecken stehen in Proportion, 
wenn die erste von der zweiten der entsprechende Theil ist, wie die 
dritte von der vierten. Nach dem Begriff des Quotienten zweier gleich- 
artiger Grössen bleibt der Werth desselben ungeändert, wenn man 
Dividend und Divisor mit derselben unabhängigen Ausdehnung multi- 
plicirt, den Quotienten erweitert ; nämlich wenn 



ist, so ist auch 



a« . b = a . bi ; also — = r- 

a b 



ai . E . b s a . £ . bf , also 
**-^ \al80 ** 



a . E b a 

Somit kann man auch jedes Yerhältniss durch eine beliebige Aus- 
dehnung erweitere. Nun können wir sagen, dass a^ . E von a . E der 
entsprechende Theil ist , wie a^ von a, und somit haben wir den all- 
gemeinen Satz : Vier Grössen stehen in Proportion, wenn die erste von 
der zweiten der entsprechende Theil ist, wie die dritte von der vierten. 
§ 68. Wir haben nun die Verknüpfungen dieser neu ge- 
wonnenen Grössen, die wir Zahlengrössen nennen, sowohl unter sich, 
als mit den Ausdehnungsgrössen darzustellen. Die multiplikative 
Verknüpfung derselben mit den Ausdehnungsgrössen haben wir dar- 
gestellt, und ihre Beziehung zur Addition gesichert. Wir haben 
nun die rein multiplikativen Gesetze dieser Verknüpfung, d. h. die 
Vereinbarkeit und Vertauschbarkeit der Faktoren zu untersuchen. 
Es ergiebt sich, dass man in einem äusseren Produkt, worin Zahlen- 
grössen vorkommen , diese jedem beliebigen Faktor zuordnen kann 

ohne den Werth des fiesultates zu ändern. In der That ist, — mit 

a 

a bezeichnet. 
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«(B.C) = (aB).C. 

Denn es sei «B oder — B = Bi, oder 

a 

a| . B ^ a . B| ^ 

60 hat man durch Multiplikation mit C 

aj . B . C = a . Bj . C ; 
also auch nach der Definition 

?1(B.C)=-Bf. Coder 

a(B.C) — (aB).C. 

Was die Vertauschbarkeit anbetrifil, so ist die Bedeutung des Aus- 
drucks Aa , wo A eine beliebige Ausdehnung , a aber eine Zahlen- 
grosse ist ^ noch nicht festgesetzt ; und wir können diese Bedeutung 
nach der Analogie bestimmen. Nämlich da die Ausdehnungsgrösse 
nullter Stufe als Ausdehnungsgrösse von gerader Stufe erscheint, eine 
solche aber in einem äusseren Produkt beliebig geordnet werden darf, 
80 können wir feststellen, dass unter Aa dasselbe verstanden sein 
solle, wie unter aA, woraus dann folgt, 

„dass die Stellung einer Zahlengrösse innerhalb eines äusseren 

Produktes ganz gleichgültig ist.^ 
Was endlich den Quotienten einer Ausdehnung durch eine Zahlen- 
grösse betrifft, so ist dessen Bedeutung aus dem allgemeinen Begriff 
der Division sogleich klar, und die Eindeutigkeit dieses Quotienten, 
80 lange der Divisor nicht wird, ergiebt sich leicht. In der That 
es sei 

B a 

= X, «==-, 

WO a von B imabhängig sei, so hat man 

a 
et X ^ B, — X = B, a . X " aj[ . B, 

und wir haben oben gezeigt, dass es nur Einen mit B gleichartigen 
Werth X giebt, welcher dieser letzten Gleichung genügt, während 
jene Gleichartigkeit in den vorhergehenden Gleichungen ausge- 
sagt ist. 

§ 69. Zu dem Begriffe des Produktes mehrerer Zahlengrössen ge- 
langen wir vom fortschreitenden Produkte aus. Setzen wir das Produkt 

P.«/^y =Pi, 
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wo die Ausdehntuig P mit den Zahlengrtesen a, ß, J', .... fort- 
schreitend, d. h. so multiplicirt werden soll, dass das Kesultat 
jeder früheren Multiplikation mit der nächstfolgenden Zahlengrösse 
multiplicirt wird : so entsteht die Aufgahe, eine Zahlengrösse zu finden, 
mit welcher P multiplicirt sogleich dasselbe Resultat P| gebe» 

A B 
Zu dem Ende seien a, fi^ /> - • • dargestellt in den Formen --^, —^y 

A B 

C 

-^ ....j so dass P, A, B, C . . . . alle von einander unabhängig seien. 

Multiplicirt man dann beide Seiten der obigen Gleichung *) mit 
A.B.C..., so kann man nach dem vorigen § die Zahlengrössen 

ABC 
a, fiyY.,. oder -r-, :^, p^, . . . jedem beliebigen dieser Faktoren zu- 

ABC 

ordnen, also auch -7— dem A u. s. w., und erhält dadurch 

A 

i » A| • B| • Kjf • • • • =^ 1: 1 •A*B*C/**» 

Also ist, da Pf dem P gleichartig ist, nach der Definition des 

Quotienten 

Somit haben wir das Gesetz, dass 

'^ A B C ••• A.B.C.... 

ist, zimächst zwar nur, wenn P von A . B . C . • . unabhängig ist, aber 
demnächst auch, wenn P hiervon abhängig ist. Um dies zu zeigen, 
stellen wir zuerst die Zahlengrössen a, ft, y... oder die Quotienten 

--^ . . . . in neuen Formen l-— etc. j dar, so dassP von A.B. F..,. unab- 
hängig ist, so werden wir nun das obige Gesetz anwenden können, imd 
eine Zahlengrösse Q erhalten, welche statt der fortschreitenden Fak- 
toren — , . . . f oder -1^ • • • •) gesetzt werden kann tmd welche gleich 

* ' * ' ***** igt. Nimmt man nun eine Ausdehnung Q zu Hülfe, 

^oL . Mi . M. . » ■ . 

welche sowohl von A . B • G als auch von diesen neuen Grössen 

A.B.r... unabhängig ist , so ergiebt sich Q a ß y .^.. vermöge 
der ersten Grössen gleich 
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Tennöge der zweiten aber gleich 
Also ist 

Aj . J3| . Cy| • • • 
A • i> O • • • • 

Nun war aber 

vermöge der zweiten Reihe von Formen, also ist auch vermöge des 
gefundenen Werthes für Q 

P :^ ?1 2i p At . Bj . Ct . . . 

ABC A.B.C.... 

Es ist also das obige Gesetz in seiner ganzen Allgemeinheit be- 
wiesen. 

§ 70. Hieraus gehen sogleich zwei für die Verknüpfung der 
Zahlengrössen höchst wichtige Folgerungen hervor, nämlich erstens, 
dass, wenn fiir irgend eine Grösse P die fortschreitende Multipli- 
kation mit mehreren Zahlengrössen a, fi, y ,,, durch die Multipli- 
kation mit einer bestimmten Zahlengrösse Q ersetzt wird, dies auch 
für jede andere Grösse gilt, die statt P gesetzt wii*d, indem ntfmlicli 
der für q im vorigen § gewonnene Ausdruck gänzlich unabhängig 
ist von P, und nur von den Zahlengrössen a, )9, . . . abhängt ; zweitens 
dass die Zahlengrössen auch beliebig unter sich vertauscht werden 

A B 
können, weil man in dem Produkt . ^ ' ^ - im Zähler und Nenner 

A.B . .. 

gleiche Yertauschungen vornehmen kann , indem dadurch in beiden 

gleiche Zeichenänderungen, also für den Werth des Quotienten gar 

keine hervorgeht. Die erste dieser Folgerungen berechtigt uns, das 

Produkt aßy . . . selbst gleich q zu setzen. Also : 

„Unter dem Produkte mehrerer Zahlengrössen ist diejenige 
Zahlengrösse zu verstehen , welche in ihrer Multiplikation mit 
irgend einer Ausdehnung dasselbe Resultat liefert, als wenn diese 
Ausdehnung fortschreitend mit den Faktoren jenes Produktes 
multiplicirt wird." 

Hiemach ist also, wenn A, B, C . . . von einander unabhängig sind, 
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i\.| Jd j[ C/ { A.| • i5| • 0} • • • . 

Ä" b" c" " ' T7bTcTT7' 

Die zweite Folgerung, die wir vorher ableiteten, sagt nun ans, dass 
man Zahlengrössen als Faktoren unmittelbar vertauschen könne. 

§ 71. Um nun die Geltung aller Gesetze arithmetischer Mul- 
tiplikation und Divison (s. § 6) für die Zahlengrössen nachzuweisen, 

haben wir noch die Eindeutigkeit des Quotienten —^ so lange a nicht 

null ist , darzuthun. Es bedeutet nach der allgemeinen Definition 

analytischer Verknüpfungen — diejenige Grösse, welche mit a multi- 

plicirt ß giebt ; es sei nun ay gleich /?, so haben wir zu zeigen, dass, 
wenn zugleich «/ gleich ß sei, y nothwendig gleich / sein müsse, 
vorausgesetzt noch immer, dass a nicht null sei. Es soll also, wenn 
A irgend eine Ausdehnung vorstellt, vorausgesetzt werden, dass 

A/? = A(ay)=A(«/) 
sei ; da man aber nach dem vorigen § statt mit dem Produkte, mit den 
einzelnen Faktoren multipliciren kann, so hat man auch 

(Aa);' = (Aa)/. 

Nim haben wir aber bei der Definition der Zahlengrösse fest- 
gesetzt, dass zwei Zahlengrössen, welche mit derselben Ausdehnung 
multiplicirt gleiches Hesultat geben, auch als gleich betrachtet wer- 
den müssen. Ist nun a nicht null, so ist Aa eine wirkliche Aus- 
dehnimg, also nach der angeführten Bestimmung y^^^y, d. h. der 
Quotient zweier Zahlengrössen eindeutig, so lange der Divisor nicht 
null ist. Da nun auf der Yertauschbarkeit und Vereinbarkeit der 
Faktoren, wie auch auf der Eindeutigkeit des Quotienten in dem 
angegebenen Umfange, alle Gesetze arithmetischer Multiplikation 
imd Division beruhen (§ 6) und dieselben Gesetze auch ftlr die Ver- 
knüpfung der Zahlengrössen mit den Ausdehnungen gelten (§ 68), so 
ergiebt sic)i, dass 

„alle Gesetze arithmetischer Multiplikation und Division ftir die 

Verknüpfung der Zahlengrössen unter sich und mit den Aus- 

dehnungsgrössen gelten." *) 

*) Wir entlehnen dabei nichts aus der Arithmetik, als nur den Namen, 
indem wir die Gesetze dieser Verknüpfungen in der allgemeinen Formenlehre 
§ 6 unabhängig dargethan haben. 
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Hierdurch ist nun zugleich der wesentliche Zusammenhang 
zwischen der arithmetischen und der äusseren Multiplikation darge- 
thaU) indem jene als specielle Gattung von dieser erscheint für den 
Fall nämlich, dass die Faktoren Ausdehnungsgrössen nullter Stufe 
sind. Wir bedienen ims daher für die Multiplikation der Zahlen- 
grössen beliebig bald des Punktes bald des unmittelbaren Aneinander- 
schreibens, indem das letztere uns oft bequem ist, um die Klammem 
zu ersparen und dadurch die Uebersicht zu erleichtem. 

§ 72. Um zur Addition zweier Zahlengrössen {et und ß) zu ge- 
langen, haben wir zunächst den Ausdruck 

aC + /9C = Ci 
zu betrachten , und die Zahlengrösse zu suchen, mit welcher C mul- 
tiplicirt werden muss, damit derselbe Werth C| hervorgehe. Zu 

dem Ende seien a, ß dargestellt in den Formen — und — , wo a 

a a 

von C unabhängig sei. Die obige Gleichung verwandelt sich dann in 

a a 

und durch die Multiplikation mit a in 

ai.C-|-a2.C = a.Ci, oder (ai+^a) .C — a.Ci, 
also 



»1 +»8 p 

1= Vj. 



C 
Wir haben somit den Satz gewonnen, dass 

"a ' a a 

sei, und zwar zunächst nur, wenn a von C unabhängig ist, aber auf 
dieselbe Weise wie in § 69 lässt sich dies auf den Fall der Abhängig- 
keit ausdehnen. Aus diesem Satze nun geht hervor, dass wenn 

aC + /?C — yC 
ist, dann auch, weil der Ausdmck für / nur von a und ß und nicht 
von C abhängig ist, dieselbe Gleichung für jeden Werth von C fort- 
besteht, imd darin liegt die Berechtigung in diesem Falle a '^ ß 
gleich Y zu setzen. Also wir setzen 

wenn 

aC-f /9C — yC 
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ist, wo C irgend eine Ausdelinung bezeichnet, d. h. nach der De^ 

finition ist 

„aC + /9C — (« + /?) C" 
Um nun diese Verknüpfung als wahre Addition nachzuweisen, 
haben wir die Geltung der additiven Grundgesetze und der additiven 
Beziehung zur Multiplikation darzuthun. Zuerst liegt die Vertausch- 
barkeit der Stücke direkt in der Definition , da auch die Stücke aC 
und ßC vertauschbar sind. Um die Vereinbarkeit der Stücke nach- 
zuweisen gehen wir darauf zurück, dass 

(aC + /?C) + yC — «C + (/?C + yC) 
ist ; diese Gleichung verwandelt sich, wenn man das in der Definition 
dargelegte Gesetz auf jeder Seite zweimal anwendet, in 

[(« + /?) + y] C=[a + 0? + Y)] C, 
woraus folgt 

(a + /?) + y = flr + (/? + y). 

Endlich ist auch das Resultat der Subtraktion eindeutig. Denn 

wird der Werth von ß in der Gleichung 

« + /*— y 

SL* SLa 9,0 

gesucht, so erhalten wir , wenn « = — , /?5=s — , y=— gesetzt wird, 

a a a 

nach dem obigen die Gleichung 

oder 

&2 ^'^ a5 --~ a| « 

ao 
Also hat ag einen bestimmten Werth, also auch — oder /?, d. h. 

a 

y — a hat nur Einen Werth , das Resultat der Subtraktion ist ein- 
deutig. Da somit die Grundgesetze der Addition und Subtraktion 
gelten, so gelten auch alle Gesetze derselben. 

§ 73. Es bleibt uns nur noch übrig, die Beziehung dieser 
Addition zur Multiplikation darzustellen, und zu zeigen, dass 

ist Es ist nach der Definition des Produktes (§ 70) 

P.a(/?-|-y)=Pa.(/? + y), 
WO der Punkt zugleich die Stelle der Klammern vertreten soll , der 
Ausdruck der rechten Seite ist aber nach dem vorigen § 

«=Pa./? + Pa.y 
= P.a/? + P.ay. 
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Also ist wiederum nach dem vorigen §, da 

ist , auch a (ß -^ y) s=z aß -{- ay. Durch Verknüpfung dieses 
Eesultates mit den früher gewonnenen gelangen wir nun zu dem 
allgemeinen Lehrsatze : 

^Alle Gesetze der arithmetischen Verknüpfungen gelten auch 
für die Verknüpfungen der Zahlengrössen unter sich und mit 
den Ausdehnungen ; und alle Gesetze der äusseren Multiplika- 
tion und ihrer Beziehung zur Addition und Subtraktion bleiben 
bestehen , auch wenn man die Zahlengrösse als Ausdehnungs- 
grosse null-ter Stufe nimmt , nur dass das Hesultat der Division 
mit ihr ein bestimmtes wird.'* 

Wenden wir den Begriff der Abhängigkeit, wie wir ihn in § 55 
für Ausdehnungen aufstellten , auch auf die Zahlengrössen an , als 
Ausdehnungsgrössen null-ter Stufe , so zeigt sich , dass diese immer 
unter sich und von allen Ausdehnungsgrössen unabhängig gedacht 
werden müssen, wenn nicht etwa eine dieser Grössen null wird. Die 
Null hingegen erscheint nach § 32 immer als abhängig. Auf der 
andern Seite erscheinen die Zahlengrössen stets als einander gleich- 
artig. 

§ 74. Da wir schon in den Anwendungen zu den vorigen 
Kapiteln der leichteren Uebersicht wegen die Zahlengrösse mit auf- 
genommen hatten: so bleibt uns hier nur noch übrig, die hier gewählte 
Methode auf die Geometrie anzuwenden. Es ist als ein wesent- 
licher Uebelstand bei den bisherigen Darstellungen der Geometrie 
zu betrachten , dass man bei der Behandlung der Aehnlichkeitslehre 
auf diskrete Zahlenverhältnisse zurückzugehen pflegt. Dies Ver- 
fahren , was sich zuerst leicht darbietet , verwickelt , wie wir schon 
oben andeuteten, bald genug in die schwierigen Untersuchungen 
über inkommensurable Grössen; und es rächt sich das Aufgeben 
des rein geometrischen Verfahrens gegen ein dem ersten Anscheine 
nach leichteres durch das Auftreten einer Menge schwieriger Unter- 
suchungen von ganz heterogener Art , welche über das Wesen der 
räumlichen Grössen nichts zur Anschauung bringen. Allerdings 
kann man sich nicht der Aufgabe entziehen , die räumliehen Grössen 
zu messen und das Kesultat dieses Messens in einem Zahlenbegriff 
auszudrücken. Allein' diese Aufgabe kann nicht in der Geometrie 
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selbst hervortreten , sondern nur dann , wenn man ausgerüstet einer- 
seits mit dem Zahlenbegriff, andrerseits mit den räumlichen An- 
schauungen, jenen auf diese anwendet, also in einem gemischten 
Zweige, welchen wir im allgemeinen Sinne mit dem Namen der 
Messkunde belegen können , und von welchem die Trigonometrie 
ein besonderer Zweig ist. *) Bis auf diesen Zweig nun die Aehn- 
lichkeitslehre oder auch noch gar die Flächeninhaltslehre hinaus- 
schieben zu wollen , wie es zwar nicht der Form nach , aber dem 
Gehalte nach in der That bisher geschehen ist, hiesse die (reine) 
Geometrie ihres wesentlichen Inhaltes berauben. Nun finden wir 
zu dem Wege , den wir hier verlangen , in der neueren Geometrie 
mannigfache Vorarbeiten , in unserer Wissenschaft aber ist uns der 
Weg selbst aufs vollkommenste vorgezeichnet 

§ 75. Es bieten sich hier zwei Aiuigangspunkte dar, welche 
jedoch ihrem Wesen nach zusammenfallen, wie verschieden auch 
ihr Ausdruck klingen mag. Nämlich vier Strecken, von denen die 
beiden ersten und die beiden letzten unter sich parallel sind , aber 
nicht diese mit jenen, stehen in Proportion, nach der ersten Be- 
trachtungsweise, wenn das Spatheck aus der ersten und vierten 
gleich ist dem aus der zweiten und dritten , nach der zweiten Be- 
traehtungsweise , wenn die Summe aus der ersten und dritten (im 
Sinne unserer Wissenschaft) parallel ist mit der Summe aus der 
zweiten und vierten. Schon aus der in § 67 geführten Entwickelung 
geht die wesentliche Uebereinstimmimg beider Betrachtungsweisen 
hervor, indem wenn 

aj . b s^ a . b| 
war, daraus hervorging, dass 

(a, + bO.(a + b)-0**) 

d. h. beide Summen (a -{- b) und (a| -f- bi) parallel waren , und 
ebenso würde aus der letzten Gleichung die erste folgen; und es 



*) Die Zahlengrösse , wie wir sie in unserer Wissenschaft entwickelt 
haben, erscheint nicht als diskrete Zahl, d. h. nicht als eine Menge von 
Einheiten, sondern in stetiger Form, als Quotient stetig^er Grössen, und 
setst daher den diskreten Zahlenbegriff keinesweges voraus. 

**) Die Formeln sind hier nur Repräsentanton geometrischer S&tse, die 
ein jeder leicht aus denselben herauslesen kann, s. Fig. 12, a. . 
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ist also gleichgültig , von welcher der beiden Gleichungeii wir die 
Gültigkeit der Proportion 

a| : a SS b| : b 
abhängig machen. Wir wollen die zweite ißetrachtuftgsweise als die 
geometrisch einfachere wählen und können dieselbe so ausdrücken : 
Wenn zwei Dreiecke parallele Seiten haben, so sagen wir, dass zwei 
beliebige parallele Seiten beider sich verhalten , wie zwei andere in 
entsprechender Folge genommen ; denn wenn a und b zwei Seiten 
des einen, und a| und b| die damit parallelen Seiten des andern 
sind , so sind eben dann und nur dann a -j- b und ai -j- b^ einander 
parallel. Hierbei ist wohl zu beachten, dass auf dieser Stufe vier 
Strecken, als Strecken d. h. mit festgehaltener Länge und Richtung 
aufgefasst , nur dann als proportioairt erscheinen , wenn sie paar- 
weise parallel sind , und diese parallelen Strecken stellen wir dann 
in der Proportion auf die beiden ersten und auf die beiden letzten 
Stellen. 

§ 76. Der eigentliche Nerv der Entwickelung beruht nun 
darin, die Proportion als Gleichheit zweier Verhältnisse nachzu- 
weisen, so dass, wenn 

a : aj[ ess b : bj , und 

a : a^ SS c Lc^ 
ist, auch 

b : b| SB c : C| 

sei. Um den geometrischen Ausdruck dieses Satzes au finden, 

setzen wir*) 

a s= AB, &i = AC 

b — BD, bissCE; 
dann würden , wenn die erste Proportion bestehen soll , die Punkte 
A , D , E eine gerade Linie bilden müssen, weil a -f- b, d. h. (AD) 
parallel sein soll, a^ -j- bj, d. h. AE, ebenso sei 

c==BF, ci = CG, 
so werden wieder vermöge der zweiten Proportion die Punkte 
A , r , G eine gerade Linie bilden ; soll nun auch die dritte Pro- 
portion richtig sein , so müsste DF parallel mit EG sein ; es ist also 
zu zeigen , dass , wenn die Ecken eines Dreiecks in geraden Linien 
fortrücken , die sich in Einem Punkte scheiden , und zwei von den 



*) S. Fig. 12, b. 
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Seiten parallel bleiben, auch die dritte parallel bleiben mlisse. Dieser 
Satz ergiebt sich sogleich , wenn die beiden Dreiecke oder (was auf 
dasselbe zurückläuft) die drei Linien, in welchen sich die Ecken be- 
wegen , nicht in derselben Ebene liegen. In diesem Falle darf man 
nur durch je zwei der ron A ausgehenden Linien eine Ebene ge- 
legt denken, und durch den Punkt G eine mit BDF parallele Ebene 
legen, so wird diese die drei ersten Ebenen in Kanten schneiden, 
welche mit den Seiten jenes Dreiecks BDF parallel smd, und wovon 
zwei mit CE und CG zusammenfallen ; somit wird auch die dritte 
mit EG zusammenfallen, also EG mit DF parallel sein. 

§ 77. Liegen jene Linien in Einer Ebene , so hat man nur 
▼on B und C zwei ausserhalb der Ebene liegende einander parallele 
Linien zu ziehen, welche durch eine von A aus gezogene Linie in 
den Punkten H und I geschnitten werden. Dann ist nach dem 
Satze des vorigen § erstens HD parallel IE , zweitens HF parallel 
IG, also vermöge des Parallelismus dieser beiden Linienpaare wieder 
nach demselben Satze DF parallel mit EG. Somit haben wir all- 
gemein bewiesen, dass wenn die Ecken eines Dreiecks sich in 
geraden Linien fortbewegen, die durch einen Punkt gehen, und zwei 
Seiten parallel bleiben , auch die dritte es bleibt ; oder dass , wenn 
zwei Streckenpaare einem und demselben Streckenpaare proportio- 
nirt sind , sie auch unter einander proportionirt sein müssen , sobald 
die drei Streckenpanre 3 verschiedene Richtungen darbieten. 

§ 78. Der Begriff einer Proportion zwischen vier parallelen 
Strecken hat in dem Vorigen noch keine Bestimmung erfahren. 
In der That ist dieser Fall, obgleich arithmetisch der einfachste, 
doch geometrisch der verwickeltste , sofern zu 3 parallelen Strecken 
die vierte Proportionale geometrisch nur durch zu Hülfe nehmen 
einer neuen Kichtung erfolgt. Nach dem Princip der im vorigen 
§ geehrten Entwickelung haben wir ein Streckenpaar einem ihm 
parallelen als proportionirt zu setzen , wenn beide ^em xmd dem- 
selben Streckenpaare proportionirt sind ; denn sind sie es mit Einem 
solchen , so sind sie es nach dem vorigen § auch mit jedem andern, 
welches dem vorher angenommenen selbst proportionirt ist. Es gilt 
somit , wenn wir diese Definition noch zu Hülfe nehmen , allgemein 
der Satz, dass zwei Streckenpaare, welche einem und demselben 
Streckenpaare proportionirt sind, es auch unter einander sein müssen. 
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Somit können wir auch die Proportion, wie wir ihren Begriff 
geometrisch bestimmten, in der That als Gleichheit zweier Aus- 
drucke darstellen, deren jeden wir ein Yerhältniss nennen. Geome- 
trisch sagt dies Resultat, indem man die proportionirten Strecken 
an Einen Punkt anlegt, zunächst nur aus, dass wenn die Ecken eines 
Dreiecks oder überhaupt eines Vielecks sich in geraden Linien 
bewegen, die durch Emen Punkt gehen, und die übrigen Seiten 
dabei sich parallel bleiben , auch die letzte sich parallel bleiben 
müsse , und eben so jede Diagonale. Oder betrachtet man dies sich 
ändernde Vieleck in zweien seiner Zustände , so hat man den Satz : 
„Wenn die geraden Linien, welche die entsprechenden Ecken zweier 
Vielecke von gleicher Seitenzahl verbind^i, durch Einen Punkt 
gehen, und alle entsprechenden Seitenpaare bis auf eines parallel 
sind, so muss auch dies eine Paar parallel sein." Jene Vielecke 
heissen dann bekanntlich „ähnlich und ähnlich liegend ,^ jener Eine 
Punkt ihr „Aehnlichkeitspunkt". Umgekehrt ergiebt sich, dass zwei 
Dreiecke , welche parallele Seiten haben , auch ähnlich und ähnlich 
liegend sind, oder dass die geraden Linien, welche ihre ent- 
sprechenden Ecken verbinden, durch Einen Punkt gehen. Hieraus 
wieder folgt , dass in ähnlichen und ähnlich liegenden Figuren die 
Durchschnittspunkte zweier entsprechender Diagonalenpaare mit 
dem Aehnlichkeitspunkte in Einer g. L. liegen und überhaupt , dass, 
wenn man die Verbindungslinien entsprechender Punktenpaare und 
ebenso die Durchschnittspunkte entsprechender Linienpaare als ent- 
sprechend setzt , dann jedesmal in ähnlichen und ähnlich liegenden 
Figuren je zwei entsprechende Punkte mit dem Aehnlichkeitspunkte 
in gerader Linie liegen, je zwei entsprechende Linien aber parallel 
sind. Hiermit sind dann die Sätze fUr die Aehnlichkeit , so weit 
man sie auf dieser Stufe (ohne den Begriff der Länge aufzunehmen) 
ableiten kann, entwickelt, und Überall auf dem Begriff des Aehnlich- 
keitspunktes basirt. Es ist aber auch leicht abzusehen , wie dem 
ganz entsprechend , wenn man noch den Begriff der Länge , wie es 
in der Geometrie gewöhnlich geschieht , sogleich mit auftdmmt , alle 
Sätze der Aehnlichkeit selbst genau in der Form , in welcher man 
sie gewöhnlich aufstellt , dargestellt werden können , ohne dass man 
irgend den Begriff der Zahl aufzunehmen Ursache hätte. Auf die 

weitere Darlegung dieses Gegenstandes kann ich mich um so 

8 
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weniger einlassen , da die Entwickelnng dem zweiten Theile dieses 
Werkes parallel gehen würde. 

§ 79. Nachdem wir so das Prineip der Entwickelnng für die 
Oeometrie dargelegt haben , können wir uns wohl der Mühe ttber> 
heben , die Entwickelnng noch auf die Proportionalität der Flächen- 
räume auszudehnen. Auch erscheint es überflüssig, für die 
Verknüpfungen der Zahlengrössen , wie wir sie in der abstrakten 
Wissenschaft formell bestimmt haben, noch die entsprechenden Sätze 
der Geometrie aufzustellen , da dieselben ihres Formalismus wegen 
nur für die Analyse eine Bedeutung haben, und mehr als blosse analy- 
tische Abkürzungen erscheinen, als dass sie eigenthümliche räum- 
liche Verhältnisse darlegten. Interessant ist es noch zu bemerken, 
wie bei der rein geometrischen Darstellung wie auch in der ab- 
strakten Wissenschaft die Betrachtung vom Baume aus zur Ebene, 
und dann erst von dieser zur geraden Linie führt , imd dass somit 
diejenige Betrachtung , in welcher alles räumlich aus einander tritt, 
sich räumlich entfaltet, auch als die der Baumlehre eigenthümliche 
und für sie als die einfachste erscheint , während , wenn die Gebilde 
in einander liegen, dann auch alles noch verhüllt erscheint, wie der 
Keim in der Knospe , und erst seine räumliche Bedeutung gewinnt, 
wenn man das Ineinanderliegende in Beziehung setzt zu dem räum- 
lich Entfalteten. 



Fünftes Kapitel. 

Gleichungen, Projektionen. 

§ 80. Nachdem wir in den vorigen Kapiteln die Ver- 
knüpfungsgesetze kennen gelernt haben, welchen die Ausdehnung»- 
grossen unterliegen, so bleibt uns nun übrig, diese Gesetze auf 
die Auflösung und Umgestaltung der Gleichungen , welche zwischen 
solchen Grössen stattfinden können, anzuwenden. Da die Glieder 
auf beiden Seiten einer Gleichung als zu addirende oder zu sub- 
trahirende alle von gleicher Stufe sein müssen , so können wir der 
Gleichung selbst diese Stufenzahl beilegen, und also unter einer 
Gleichung n-ter Stufe eine solche verstehen, deren Glieder von 
n-ter Stufe sind. Zunächst haben wir uns mm die Frage zu stellen, 
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was für Umgestaltungen wir mit solchen Gleichungen vomehrnMi 
dürfen , oder wie wir andere Gleichungen daraus ableiten können. 
Dass man die Glieder derselben mit Aenderung der Vorzeichen 
Ton einer Seite auf die andere bringen kann , ist klar , und es fragt 
sich also nur noch nach den Umgestaltungen, welche eine Gleichung 
durch Multiplikation und Division erleiden kann. Dabei wollen 
wir annehmen, dass alle Glieder auf dieselbe (linke) Seite gebracht 
seien , und also die andere (rechte) Seite gleich Null ist. Nun ist 
klar, dass, wenn man beide Seiten der Gleichung mit einer und 
derselben Ausdehnimgsgrösse multiplicirt , dann die rechte Seite 
null bleibt, auf der linken aber statt der ganzen Summe die einzelnen 
Glieder multiplicirt werden können. Man kann also, indem man 
alle Glieder einer Gleichung jedesmal mit derselben Ausdehnungs- 
grosse multiplicirt, eine Eeihe neuer Gleichungen aus derselben 
ableiten, welche im Allgemeinen (wenn der hinzutretende Faktor 
nicht etwa von nullter Stufe ist) von höherer Stufe sind als die 
gegebene. Ist die gegebene Gleichung von m-ter Stufe , und ist das 
System, welchem alle Glieder angehören, und welches wir das 
Hauptsystem der Gleichung nennen, von n-ter Stufe, so kann 
man insbesondere jene Gleichung mit einer Ausdehnung von er- 
gänzender d. h. von (n-m)ter Stufe, welche gleichfalls dem 
Hauptsysteme angehört, multipliciren , und erhält dadurch eine 
Gleichung von n-ter Stufe , deren Glieder alle einander gleichartig 
sind. Hiemach kann man also aus jeder Gleichung , deren Glieder 
ungleichartig sind, insbesondere eine Eeihe von Gleichungen ableiten, 
deren jede lauter gleichartige Glieder enthält. 

§ 81. Obgleich man nun aus einer Gleichung beliebig viele 
Gleichungen höherer Stufen ableiten kann , so kann man doch nicht 
umgekehrt aus einer der letzteren die ursprüngliche Gleichung 
herstellen. In der That, wenn man aus der ursprünglichen 
Gleichung 

^ = 0, 
in welcher Ä ein Aggregat von beliebig vielen Gliedern bedeutet, 
durch Multiplikation mit einer beliebigen Ausdehnung L eine neue 
Gleichung 

abgeleitet hat ; so folgt nun , wenn nur die Bichtigkeit der letzten 

8* 
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Gleichung gegeben ist, keinesweges daraus die Richtigkeit der 
ersteren ; vielmehr folgt aus jener letzten nur 

-^- ^ 

in welcher nach dem vorigen Kapitel ^p- jede von L abhängige 

Grösse, die Null mit eingeschlossen, darstellt. Die Gleichung ul »» 
wird sich daher nur dann ergeben , wenn vorausgesetzt ist , dass A 
keinen von L abhängigen geltenden Werth habe , oder mit andern 
Worten , wenn die Glieder , als deren Summe A gedacht ist , einem 
von L unabhängigen Systeme angehören; d. h. „wenn die Glieder 
einer Gleichung alle einen gemeinschaftlichen Faktor L auf 
derselben Stelle haben , und die sämmtlichen übrigen Faktoren aller 
Glieder einem von diesem gemeinschaftlichen Faktor unabhängigen 
Systeme angehören , so kann man den Foktor L in allen Gliedern 
weglassen.^' 

§ 82. Durch Verkntlpfung der Verfahrungsarten der beiden 
vorigen Paragraphen gelangen wir nun zu einem Verfahren, um aus 
einer Gleichung andere Gleichungen derselben Stufe abzuleiten. 
In der That ist 

A + B + ....=0 
die ursprüngliche Gleichung, so erhalten wir durch Multiplikation 
mit L (nach § 80) die Gleichung 

A.L + B.L+...==0. 

Wollen wir nun hierauf das Verfahren von § 81 anwenden, 
um den Faktor L wegzuschaffen , so müssen wir die Glieder dieser 
Gleichung in solcher Form darstellen, dass die Faktoren, mit 
welchen L multiplicirt ist, insgesammt einem von L unabhängigen 
Systeme angehören. Es sei G ein solches System und A' , B' . . . . 
seien Ausdehnungen, welche diesem System angehören, und die 
Beschaffenheit haben, dass 

A . Xj =^ A . Ij, B . L = B . Li, . . . . 
sei, so hat man die Gleichung 

A'.L + B'.L+....=0, 
und daraus nach dem vorigen § 

A' + B'+.... = 0, 
eine Gleichung , welche von derselben Stufe ist , wie die Ursprung- 
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liehe. Ein jedes Glied der letzten Gleichung ist aus dem ent- 
sprechenden der ersten dadurch hervorgegangen , dass man in dem 
Systeme G eine Grösse gesucht hat , welche mit einer von G unab- 
hängigen Grösse L multiplicirt dasselbe giebt, wie das entsprechende 
Glied der ursprünglichen Gleichung, und es zeigt sich sogleich, 
dass , wenn eine solche Grösse möglich ist , auch immer nur Eine 
möglich sei. Nimmt man nämlich zwei solche an , etwa A' und A!\ 
welche aus A auf die angegebene Weise entstanden sein sollen , so 
müssen sie nach der Voraussetzung mit L multiplicirt gleiches 
Hesultat geben (nämlich AL) ; wir erhalten also die Gleichung 

A'.L — A'.L 

und da das System G, welchem A' und A" angehören, von L 
unabhängig sein soll , so kann man nach § 8 1 hier L weglassen und 
hat 

A' = A", 

d. h. beide Werthe fallen in Einen zusammen ; es ist also in der 
That nur Eine solche Grösse möglich. Wir nennen hier A' die 
Projektion oder Abschattung ^) , A die projicirte oder abgeschattete 
Grösse , G das Grundsystem , das System L das Leitsystem , und 
sagen, dass A' die Projektion oder Abschattung von A auf G nach 
(gemäss) dem Leitsystem L sei. Also „unter der Projektion oder 
Abschattung einer Grösse (A) auf ein Grundsystem (G) nach einem 
Leitsysteme (L), verstehen wir diejenige Grösse, welche dem Grund- 
systeme angehörend, mit einem Theil des Leitsystems gleiches 
Produkt liefert , wie die projicirte oder abgeschattete Grösse (A)." 
Wir können somit den im Anfange dieses § entwickelten Satz in der 
Form aussprechen: 

„Eine Gleichung bleibt als solche bestehen, wenn man alle 
ihre Glieder in demselben Sinne abschattet (projicirt);" 

oder auch , wenn man Ein Glied auf die eine Seite allein geschafft 

denkt. 



*) Die Namen Projektion und Abschattung sollen nicht überall 
dasselbe bedeuten , ihr Unterschied wird aber erst im zweiten Abschnitte 
dieses Theiles heraustreten ; auf die hier betrachteten Grössen angewandt, 
fallen beide Begriffe zusammen. 
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„die Abschattung (Projektion) einer Summe ist gleich der 
Summe aus den Abschattungen der Stücke. ^ *) 
§ 83. Um der Betrachtungsweise eine grössere Anschaulich- 
keit zu geben, haben wir zu untersuchen, wann die Abschattung 
null, und wann sie unmöglich wird. Soll die Abschattung A' null 
werden, so muss auch, da 

A'.L— A.L 
ist , das Produkt A . L null, d. h. A von L abhängig sein ; aber auch 
umgekehrt , herrscht diese Abhängigkeit , so muss, weil das System, 
dem jeder geltende Werth von A' angehören soll , von L unabhängig 
ist , also das Produkt A' . L nicht gleich null machen kann , A' selbst 
null sein. Also ist die Abschattnng dann , aber auch nur dann null, 
wenn die abgeschattete Grösse vom Leitsystem abhängig ist. Da 
endlich jede dem Systeme 6 angehörige Grösse , mit L multiplicirt^ 
dem Systeme G . L angehören muss , so wird A' . L , also auch das 
ihm Gleiche A . L, nothwendig dem Systeme G . L angehören , wenn 
die Abschattung möglich sein soll ; wobei der Nullwerth, wie immer, 
als jedem beliebigen Systeme angehörig und von ihm abhängig be- 
trachtet wird. Aber auch umgekehrt, wenn A.L dem Systeme 
G . L angehört , so ist die Abschattung allemal möglich ; denn wenn 
A . L nicht null ist , und es dem Systeme G . L angehört , so müssen 
die einfachen SSaktoren von A . L sich als Summen von Stücken dar- 
stellen lassen , welche denen von G . L gleichartig sind ; also mnss 
dann namentlich A sich auf diese Weise darstellen lassen; aber 
diejenigen Stücke , welche mit den Faktoren von L gleichartig sind, 
kann man , ohne den Werth des Produktes A . L zu ändern , weg- 
lassen ; thut man dies , und nennt die so gewonnene Grösse , welche 
nun statt A eintritt , A', so sind die Faktoren von A' nur von G ab- 
hängig, A' gehört also zugleich dem Systeme G an , ist also die Ab- 
schattung von A; ist aber A.L gleich null, so haben wir schon 
nachgewiesen, dass die Abschattung auch null, also möglich ist. 
Somit hat sich ergeben , dass die Abschattung allemal dann , aber 
auch nur dann , möglich ist , wenn das Produkt der abgeschatteten 



*) Ich ziehe in dem Auadmck der Sätze den Namen Abschattang vor, 
weil in dieser Form die Sätze allgemein sind , und auch für die später zu 
entwickelnden Grössen bestehen bleiben. 
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Grösse in das Leitsystem dem Produkte des Grundsystems in das 
Leitsystem angehört. — Da , wenn A . L nicht null ist , die ang;e- 
fOhrte Bedingung mit der Bedingung identisch ist, dass A dem 
Systeme G . L angehöre , so können wir die Resultate dieses § auch 
in folgendem Satze zusammenfassen : 

„Ist die abzuschattende Grösse von dem Leitsysteme abhängig, 
so ist die Abschattung ; ist sie davon unabhängig , so hat die 
Abschattung allemal dann einen geltenden Werth, wenn die 
abzuschattende Grösse dem aus dem Grund- und Leitsysteme 
zusammengesetzten Systeme angehört; in jedem andern Falle 

» 

ist sie unmöglich." 

Wenden wir den Begriff der Abschattung auch auf die Grössen 
null-ter Stufe d. h. auf die ZahlengrÖssen an , so haben wir nur zu 
beachten, dass die Allgemeinheit der Gesetze es erfordert, dieselben 
als jedem beliebigen Systeme angehörig , aber , wenn sie nicht null 
sind , als von ihnen unabhängig zu betrachten (s. Kap. 4). Daraus 
geht dann hervor , dass die ZahlengrÖssen bei der Abschattung sich 
nicht ändern. 

§ 84. Wir gehen nun zur Abschattung eines Produktes über, 
um dieselbe mit den Abschattongen seiner Faktoren zu vergleichen. 
Es sei A . B das Produkt , A' und B' die Abschattungen von A und 
B auf das Gnmdsystem G nach dem Leitsystem L , so hat man die 
Gleichungen 

A'.L = A.L und B'.L = B.L, 

Die Abschattung des Produktes A.B wird nun di^enige 
Grösse sein, welche, dem Systeme G angehörend, mit L multiplicirt 
ein Produkt giebt, welches gleich A . B . L ist. Da nun A . L gleich 
ist A' . L , so kann ich in dem Produkte A . B . L statt A den Werth 
A' setzen, wie sich sogleich durch zweimalige Vertauschung und 
Zusammenfassung ergiebt. *) Somit erhalte ich 



*) In der That kann ich A. B . L entweder gleich A . L . B oder gleich 
— A . L . B seteen , dann die Faktoren A . L au einem Produkt zusammen 
fassen , statt dieses Produktes das ihm gleiche A' . L setzen , und dann die 
vorige Ordnung wiederherstellen, wobei, wenn das mtnu.f-Zeichen ein- 
getreten war, sich nothwendig das ursprüngliche Zeichen wiederherstellt. 
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A.B.L — A.B.L — A'.B'.L, 

letzteres , weil £ . L gleich ist B' . L. Da nun A' und B' beide dem 
Systeme G angehören , so gehört auch A' . B' ihm an , imd da zu- 
gleich, wie wir eben zeigten, 

A.B.L — A'.B'.L 

ist , so ist in der That A' . B' die Abschattung von A . B ; also hat 

man den Satz : 

„Die Abschattung eines Produktes ist das Produkt aus den 
Abschattungen seiner Faktoren, wenn alle Abschattungen in 
demselben Sinne genommen (d. h. Grundsystem und Leitsystem 
dieselben) sind;" 

oder mit dem früheren Kesultate zusammengefasst : 

„Eine richtige Gleichung bleibt richtig, wenn man ihre 
Glieder , oder die Faktoren ihrer Glieder , alle in demselben 
Sinne abschattet 
Hat man ins Besondere die Gleichung 

Ai = «A, oder -7-^ = «, 

A 

wo a eine Zahlengrösse bezeichnen soll , so folgt daraus , wenn A\ 
und A' die Abschattungen von A| und A sind, die Gleichung 

A'i = aA' oder -7-7^ «= a, 

A 

d. h. der Werth eines Quotienten zweier gleichartiger Grössen 
ändert sich nicht , wenn man statt derselben die in gleichem Sinne 
genommenen Abschattungen setzt. Oder allgemeiner sucht man 

die Abschattung eines Quotienten— -»so hat man, da dieser Quotient 

• B 

jede Grösse C bezeichnet, welche der Gleichung 

C.B = A 

genügt, durch Abschattung der einzelnen Faktoren in gleichem Sinne 

die neue Gleichung 

A' 
C . B' «= A' oder C — ^g-,» 

.B 

d. h. statt einen Quotienten abzuschatten, kann man Zfthler und 

Nenner in demselben Sinne abschatten. Fassen wir daher Addition, 

Subtraktion, äussere Multiplikation und Division imter dem 
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allgemeinen Begriffe der Grundverknüpfungen zusammen, so können 
wir den allgemeinen Satz aufstellen, welcher die früheren in sich 
schliesst : 

„Statt das Ergebniss einer Grundverknüpfung abzuschatten, 
kann man deren Glieder in demselben Sinne abschatten. ^ 
§ 85. Es bietet sich uns hier die Aufgabe dar, die Ab* 
schattung analytisch auszudrücken , wenn die Grösse , welche abge- 
schattet werden soll , und der Sinn der Abschattung , d. h. Grund- 
system und Leitsystem gegeben sind. Doch beschränken wir uns 
hier nur auf den Fall, dass die abzuschatt^ide Grösse mit dem 
Grundsysteme von gleicher Stufe ist , indem die Lösung im allge- 
meineren Falle zwar auch schon hier leicht zu bewerkstelligen ist, 
jedoch zu einem Ausdrucke führen würde , der an Einfachheit dem 
später zu entwickelnden Ausdrucke (s. Abschn. II Kap. 4) sehr 
nachstehen würde. Es sei A die abzuschattende Grösse, L ein 
Theil des Leitsystems , G des Grundsystems , und A und G seien 
von gleicher Stufe , so wird die Abschattung A' mit G gleichartig 
sein müssen, also 

A' — xG 

gesetzt werden können, wo x eine Zahlengrösse ist. Multiplicirt 
man diese Gleichung mit L, so hat man 

A'.L = xG.L 

oder da A\ L nach dem Begriff der Abschattung gleich A . L ist, so 
hat man 

A . L ■=* xG . L, also x = ' 

Cjt.L 

und daraus 

A' = ^^G 

was der gesuchte analytische Ausdruck ist. Den Wortausdruck 
dieses Resultats versparen wir uns bis zur Behl^ldlung des allge- 
meinen Falles. 

§ 86. Dagegen müssen wir den Faden wieder anknüpfen, den 
wir oben (81) fallen Hessen. Wir hatten nämlich dort gezeigt, wie 
man zwar aus einer Gleichung 

A-+-B-f...=0 
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dureh Miütiplikation mit einer beliebigen Ausdehnung L eine neue 
Gleichung 

A.L + B.L+... — 
ableiten , aber ans dieser im Allgemeinen nicht wieder die ursprüng- 
liche herleiten könne; es kommt also jetzt darauf an, aus jener 
Oleichung einen Verein von Gleichungen dieser Art abzuleiten, 
welcher jene eine ersetze , d. h. aus welchem sich jene erste wieder- 
um ableiten lässt. Ins Besondere Hess sich der Faktor L so aus- 
wählen , dass nach der Multiplikation der einzelnen Glieder mit 
diesem Faktor eine Gleichung aus lauter gleichartigen Gliedern 
hervorging, und da solche Gleichungen als die einfachsten er- 
scheinen, so wird es besonders darauf ankommen , jene erste 
Gldchtmg durch Gleichungen dieser Art zu ersetzen. *) Die £nt- 
wickelung der folgenden Paragraphen zeigte, wie die Gleichung 

A.L-+-B.L+ — 

ersetzt werden konnte durch eine Gleichung zwischen den Ab- 
schattungen auf ein und dasselbe Grundsystem nach dem Leitsystem 
L, also, wenn A', B' . . . solche Abschattungen von A, B . . . darstellen, 
durch die Gleichung 

A' + B'+... — 0; 
und die Aufgabe, die wir uns stellten, ist also identisch mit der, 
eine Glefchung zu ersetzen durch einen Verein von Gleichungen, 
welche durch Abschattungen der ersteren hervorgehen, und nament- 
lich eine Gleichung zwischen ungleichartigen Gliedern durch solche 
Abschattungsgleichungen , deren Glieder alle gleichartig sind. Es 
sei die ursprüngliche Gleichung von m-ter Stufe, und ihr Haupt- 
system d. h. das System, welchem alle ihre Glieder insgesammt 
angehören , von n-ter Stufe , und zwar sei dies letztere dargestellt 
als Produkt von n unabhängigen einfachen Faktoren a . b Als- 
dann wird nach dem Begriffe des Systems n-ter Stufe sich jeder 
einfache Faktor eines jeden Gliedes der gegebenen Gleichung 
als Summe darstellen lassen , deren Stücke jenen Faktoren a , b, ... 
gleichartig sind, also in der Form a| -j- ^i "4" Denkt man sich 



*) Wir sagen überhaupt, dass sich zwei Vereine von Gleichungen 
gegenseitig ersetzen , wenn man aus jedem der beiden Vereine den andern 
ableiten kann. 
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jeden einfachen Faktor jedes Gliedes der gegebenen Gleichung auf 
diese Weise dai^estellt , und führt die Multiplikation aus , so dass 
die Klammem verschwinden, so erhält man eine Summe von 
Gliedern , deren jedes mit einem der Produkte zu m Faktoren aus 
a , b , . . . gleichartig ist. Multiplicirt man nun die Gleichung mit 
(n-m) von den Faktoren a , b . . . . , so bleiben nur diejenigen Glieder 
Ton geltendem Werthe, welche mit dem Produkte der m übrigen 
Faktoren jener Eeihe a , b , . . . gleichartig sind y indem alle andern 
wenigstens Einen einfachen Faktor enthalten , der mit den neu 
hinzutretenden Faktoren gleichartig ist , also bei dieser Multiplika- 
tion verschwinden. Nun kann man aber wiederum nach § 81 die 
hinzugetretenen Faktoren hinweglassen, indem das System , dem die 
übrigen angehören , von dem System der hinzutretenden unabhängig 
ist. Man erhält auf diese Weise einen Verein richtiger Gleichungen, 
wenn man, nachdem die ursprüngliche Gleichung auf die angegebene 
Weise umgestaltet ist, jedesmal die gleichartigen Glieder zu 
einer Gleichung vereinigt. Und da die sänmitlichen so gewonnenen 
Gleichungen bei ihrer Addition die ursprüngliche wiedergeben, 
80 haben wir einen Verein von Gleichungen gewonnen , welcher die 
ursprüngliche genau ersetzt, und die Aufgabe ist gelöst. Somit 
haben wir den Satz : 

„Wenn man in einer Gleichung m-ter Stufe, deren Glieder 
einem Systeme n-ter Stufe angehören , jeden einfachen Faktor 
eines jeden Gliedes als Summe darstellt, deren Stücke n von 
einander unabhängigen Strecken gleichartig sind, und durch- 
multiplicirt, so kann man jede Reihe von gleichartigen Gliedern, 
welche daraus hervorgehen, zu Einer Gleichung zusammen- 
fassen und erhält dadurch einen Verein von Gleichungen, 
welcher die ursprüngliche ersetzt." 

Oder, da jede dieser Gleichungen ersetzt wird durch eine Gleichung, 
welche aus der ursprünglichen durch Multiplikation mit (n-m) von 
den Faktoren a, b . . . . hervorgeht, 

„wenn man eine Gleichung m-ter Stufe, deren Glieder einem 
Systeme n-ter Stufe angehören, nach und nach mit jedem Produkt 
zu (n-m) Faktoren, welches sich aus n von einander unab- 
hängigen Strecken jenes Systems bilden lässt, multiplicirt, so 
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erhält man einen Verein von Gleichungen, welcher die Ursprung- 

liehe ersetzt." 

Da die Glieder , welche bei dem vorhergehenden Satze in jeder 
abgeleiteten Gleichung erschienen, sich unmittelbar als Abschattungen 
der Glieder , welche in der ursprünglichen Gleichung vorkamen, zu 
erkennen geben, so können wir den gewonnenen Satz auch vermittelst 
des Begriffs der Abschattungen aussprechen , haben jedoch für den 
bequemeren Ausdruck noch eine Eeihe neuer Begriffe aufzustellen. 

§ 87. Nämlich die Betrachtungsweise des vorigen § führt un» 
zu dem Begriffe der Koordinatensysteme od«r Eichtsysteme , welche 
wir jedoch in einem viel ausgedehnteren Sinne auffassen, als dies 
gewöhnlich geschieht. Auch erlaube ich mir, die sonst üblichen 
Benennungen, welche namentlich, wenn sie der durch die Wissen- 
schaft geforderten Erweiterung unterworfen werden sollen, als sehr 
schleppend erscheinen, und überdies fremden Sprachen entlehnt sind, 
durch einfachere zu ersetzen. Ich nenne die n Strecken a , b , . . . . , 
welche ein System n-ter Stufe bestimmen , (also alle von einander 
unabhängig sind ,) sofern jede Strecke des Systems durch sie aus- 
gedrückt werden soll, dieHichtmasse erster Stufe oder die G r u n d - 
m a s s e dieses Systems, ihren Verein ein Richtsystem, die Pro- 
dukte von m Grundmassen (mit Festhalten der ursprünglichen Ord- 
nimg derselben) Eichtmasse m-ter Stufe, das Eichtmass n-ter 
Stufe das Hauptmass, die Systeme der Eichtmasse m-ter Stufe 
endlich nennen wir Eichtgebiete m-ter Stufe, die Systeme 
der Grundmasse ins Besondere Eichtaxen (Koordinatenaxen). 
Ergänzende Eichtmasse nennen wir solche, die mit einander 
multiplicirt das Hauptmass geben , und die ihnen zugehörigen Eicht- 
gebiete nennen wir gleichfalls ergänzende. 

§ 88. Durch die in § 86 geführte Entwickelung ist klar, wie 
jede Ausdehnung m-ter Stufe, welche einem Systeme n-ter Stufe 
angehört , sich als Summe darstellen lässt von Stücken , welche den 
Eichtmassen m-ter Stafe, die zu jenem Systeme gehören , gleichartig 
sind. Diese Stücke nun nennen wir Eichtstücke jener Grösse, so 
dass also jede Grösse als Summe ihrer Eichtstücke erscheint, die 
Zahlengrössen , welche hervorgehen, wenn die Eichtstücke einer 
Grösse durch die entsprechenden (gleichartigen) Eichtmasse dividirt 
werden, die Z e i g e r der Grösse , so dass also jede Grösse als Viel- 
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fachen-Summe *) der Richtmasse gleicher Stufe erscheint. Die Richt- 
stücke einer Grösse erster Stufe sind es, welche sonst auch Koor- 
dinaten genannt werden. Eine Grösse im Sinne des Richtsystems 
ahschatten (projiciren) , heisst sie auf eins der Richtgebiete gemäss 
dem ergänzenden Richtgebiete abschatten. 

§ 89. Wenden wir diese Begriffe auf die in § 86 aufgestellten 

Sätze an, so gehen dieselben in folgende über : 

„In einer Gleichung kann man statt aller Glieder die Richt- 
stücke oder Zeiger derselben setzen , welche einem beliebigen, 
aber alle demselben Richtmasse zugehören, und fahrt man dies 
in Bezug auf alle Richtmasse derselben Stufe aus, so erhält 
man einen Verein von Gleichungen, welcher die gegebene 
ersetzt. " 
Die in § 86 abgeleiteten Gleichungen sind nämlich eben diese 

Oleichungen zwischen den Richtstücken , und aus ihnen erhält man 

die Zeigergleichungen durch Division mit dem jedesmal zugehörigen 

Richtmasse. **) Ferner : 

„Aus einer Gleichung kann man einen sie ersetzenden Verein 
von Gleichungen ableiten, indem man jene Gleichung nach^und 
nach mit den sämmtlichen Richtmassen, deren Stufenzahl die 
der Gleichung zu der des Hauptsystems ergänzt, multiplicirt." 

§ 90. Wenn wir eine als Summe ihrer Richtstücke dargestellte 
Grösse m-ter Stufe mit einem Richtmasse von ergänzender d. h. 
(n — m)ter Stufe multipliciren , so fallen alle Richtstücke bis auf 
eins weg, imd dies eine erscheint daher als Abschattung jener Grösse 
auf das Richtgebiet m-ter Stufe gemäss dem ergänzenden Richt- 
gebiete , und alle Richtstücke jener Grösse erscheinen also als im 
Sinne des Richtsystems erfolgte Abschattungen auf die ver- 
schiedenen Richtgebiete gleicher Stufe. Wir können daher sagen, 
„eine Gleichung m-ter Stufe werde ersetzt durch einen Verein 
von Gleichimgen, welche durch Abschattung auf die ver- 



*) Jedes Produkt einer Grösse in eine Zahlengrösse nennen wir näm- 
lich ein Vielfaches der ersteren , nnd unterscheiden davon das Mehrfache, 
bei welchem jene Zahlen^össe eine ganze Zahl sein muss. 

**) Diese Zeigergleichungen, als Gleichungen zwischen blossen Zahlen- 
grössen, y ermitteln am vollständigsten den Uebergang zur Arithmetik. 
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schiedenen Sichtgebiete m-ter Stufe im Sinne des Bicfatsystems 

hervorgehen. " *) 

Zugleich ergiebt sich hieraus ein einfacher analytificher Aus- 
druck für die Eichtstücke oder Zeiger einer Grösse. Es werde 
nämlich das einem Richtmasse A zugehörige Richtstück P' einer 
Grösse P gesucht , B sei das zu A gehörige ergänzende Richtmass, 
so hat man, da P' die AbHchattung von P auf A nach B ist (s. § 85), 

^ A.B^' 

also ist der zugehörige Zeiger gleich 

P.B 
A.B' 
d.h. 

„der einem Richtmass A zugehörige Zeiger einer Grösse ist 
gleich einem Bruche , dessen Zähler das Produkt der Grösse in 
das ergänzende Richtmass und dessen Nenner das Produkt 
jenes ersten Richtmasses in das ergänzende ist.^ 

§ 91. Wenden wir die in diesem Kapitel entwickelten Begriffe 
auf die Geometrie an , so ergiebt sich zunächst für die Ebene nur 
Eine Art der Projektion (Abschattung) , **) indem eine Strecke auf 
eine gegebene gerade Linie nach einer gegebenen Richtung projicirt 
werden kann. Das Richtsystem fUr die Ebene bietet nur zwei 
Grundmasse und zwei ihnen zugehörige Richtaxen dar. Als Haupt- 
mass erscheint der Flächenraum des von den beiden Grundmassen 
gebildeten Spathecks (Parallelogramms). Im Räume treten drei 
Arten der Projektion hervor , nämlich es werden entweder Strecken 
oder Flächenräume auf eine gegebene Ebene nach einer gegebenen 
Richtung projicirt, oder es werden Strecken auf eine gegebene 
gerade Linie parallel einer gegebenen Ebene projicirt. Das Rieht- 
System fUr den Raum bietet drei Grundmasse und drei ihnen zuge- 
hörige Richtaxen dar, ferner 3 Richtebenen als Richtgebiete zweiter 



*) Dass eine Gleichung m-ter Stufe in einem System n-ter Stufe durch 
so viel einfache Gleichungen ersetzt werde, als es Kombinationen aus n 
Elementen zur m-ten Klasse gebe, bedarf wohl kaum einer Erwähnung. 

**) Wir ziehen bei dieser Anwendung wieder den Namen der Pro- 
ektion vor, aus Gründen, die späterhin von selbst einleuchten werden. 
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Stufe , und 3 ihnen zugehörige Eichtmasse zweiter Stufe, welche die 
Elächenräume der aus je zwei Grundmassen beschriebenen Spathecke mit 
Eesthaltung der Sichtungen ihrer Ebenen darstellen. Als Hauptmass 
erscheint das von den 3 Grundmassen beschriebene Späth (Parallele- 
pipedum). Interessant erscheint hier besonders die Darstellung^ eines 
Flächenraums von bestimmter Eichtung als Summe seiner Eichtstücke, 
nämlich als Summe dreier Flächenräume, welche den drei Eichtebenen 
angehören. Da die Sätze, welche sich tlber Projektionen und Eicht- 
Systeme in der Geometrie aufstellen lassen , in unserer Wissenschaft 
schon ganz in der Form aufgestellt sind, in welcher sie für die Geo- 
metrie auszusprechen wären , so können wir uns der Wiederholung 
derselben hier überheben. 

§ 9^. Dagegen wollen wir das Problem der Koordinaten- 
verwandlung zunächst ftlr die Geometrie und demnächst auch all- 
gemein für unsre Wissenschaft lösen. Es seien a , b , c, drei Grund- 
masse und e| , e^, 03, drei neue von einander unabhängige Ginindmasse, 
welche als Vielfachensummen jener ursprünglichen Grundmasse gegeben 
sind , so ist nun die Aufgabe : eine Grösse p , einestheils wenn sie als 
Yielfachensumme der ursprünglichen Grundmasse gegeben ist, als 
Vielfachensumme der neuen Grundmasse darzustellen, und umgekehrt, 
wenn sie in der letzteren Form gegeben ist , sie in der ersteren dar- 
zustellen, in beiden Fällen sind die Zeiger zu suchen. Diese Aufgaben 
sind nun in der That durch den Satz in § 90 , welcher die Zeiger 
finden lehrt , gelöst. Danach ist in Bezug auf die erste Aufgabe 
der zu Cf gehörige Zeiger von p gleich 

p.ej.Os 



ej[ . e^ • e3 

und in Bezug auf die zweite der zu a gehörige Zeiger von p gleich 

p.b.c 
a.b.c 

und durch diese so höchst einfachen Ausdrücke ist das Problem der 
Koordinatenverwandlung in seiner grössten Allgemeinheit gelöst. Die 
zweite Aufgabe ist besonders bei der Theorie der Kurven und Ober- 
flächen von Wichtigkeit , indem dieselben dadurch bestimmt werden, 
dass zwischen den Zeigern einer Strecke, welche von einem als 
Anfangspunkt der Koordinaten angenommenen Punkte nach einem 
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Punkte der Kurve oder Oberfläche gezogen ist , eine Gleichung auf- 
gestellt wird. Es sei p ■«* xa -|- yb -|- zc diese Strecke, und 

f (x, y, z) = 

die Gleichung , welche eine Oberfläche bestimmt ; sucht man nun die 
Gleichung derselben Oberfläche zunächst für denselben Anfangspunkt 
der Koordinaten, aber in Bezug auf neue Bichtaxen und auf die ihnen 
zugehörigen Richtmasse, e| , e^ , 63 , so hat man, wenn p =» u^e^ -|- 
U2e3-4-U3e3 ist, die Gleichung 

p .b . c a .p . c a.b.p 



/p.b.c a.p.c a.b.pV 
Va.b.c' a.b. c' a.b. c/ 



eine Gleichung , welche, wenn man statt p seinen Werth substituirt, 
als Gleichung zwischen den neuen Yariabeln % , u^ , Uj , erscheint. 
Will man auch den Anfangspunkt der Koordinaten etwa woa. die 
Strecke e verlegen, so hat man nun, wenn q die Strecke ist, von dem 
neuen Anfangspunkt nach demselben Punkte der Oberfläche, nach 
welchem der entsprechende Werth von p gerichtet, und 

q = viCi + VaOj + vjes 

ist , nur in der obigen Gleichung statt p seinen Werth q -|- e ein- 
zuführen , um die verlangte Gleichung zu erhalten , oder ist e »s aa 
~\'ßh'\-ycy so hat man wie sich sogleich ergiebt, 

^/q.b.c , a.q.c , ^ a.b.q , \ 

als die verlangte Gleichung zwischen den neuen Variabein v^ , v^ , 
V3. Will man diese Gleichung als blosse Zahlengleichung darstellen, 
so hat man nur die neuen Grundmasse auf bestimmte Weise als Viel- 
fachensummen der ursprünglichen darzustellen und in die Gleichung 
einzuführen. Es sei 

Ci = a^a -[- ftih -f- y^c 

ej = «ja -f /Jjb + y^c 

63 — a3a + A^ + ysC) 
so zeigt sich unmittelbar , wie sich die verlangte Gleichung darstellt 
in der Form 

f (a -f a^vi + ajvj + a,v, , ß + ß^r^ +Avj +ÄV3 , 

Y + rivi + ra^a + rsvs) — 0, 
eine Gleichung, welche an Einfachheit nichts zu wünschen Übrig 
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Üfflst. Für den aU^mrinsten F«U dor abitrakt^n Wisaenaohaft 
ei^ebt sich die Lösung unserer Aufgabe mit derselben LeiditicMt. 
In der Tbat ist eine Grösse F als Yielfaebensumme gewisser Richt- 
masse gegril)en, und uau will dieselbe als Yielfachenauxune anderer 
fiichtmasse ausdrücken, so hat man den zu einem derselben A 
gehörigen Zeiger, wenn B das zu A gehörige ergänzende Richtmass 
ist, nach § 90 gleich 

P.B 
A.B* 

§ 93. Was nun die Anwendung auf die Theorie der Gleichungen 
betrifft, so haben wir schon oben (§ 45) die Methode, Gleichungen des 
ersten Grades mit mehreren Unbekannten durch Hülfe unserer Ana* 
lyse aufzulösen, vorweggenommen. Wir setzen diesen Gegenstand 
hier fort, indem wir die durch unsere Wissenschaft dargebotene 
Methode, aus Gleichungen höherer Grade mit mehreren Unbekannten 
die Unbekannten zu eliminiren, darlegen. Es seien zwei Gleichungen 
höherer Grade mit mehreren Unbekannten gegeben, es soll eine der- 
selben , etwa 7, eliminirt, also eine Gleichung zwischen den übrigen 
Unbekannten aufgestellt werden. Die gegebenen Gleichungen seien 
nach Potenzen von j geordnet : 

a«y'^4- + »iy + ao — 

bny'^H-... + biy+bo = 0, 

wo am .... ao und bn b© beliebige Funktionen der andern Un- 
bekannten sind, ao und bo aber nicht gleich sein sollen. .Multi- 

plicirt man die erste Gleichung nach der Reihe mit y, j^ j^, 

die letzte nach und nach mit y, y*....y"*, so erhält man m '«'{''«n 
neue Gleichungen. Betrachtet man die Koefficienten einer jeden 
dieser m -{- n Gleichungen als unter sich gleichartig , hingegen die 
der verschiedenen Gleichungen als von einander unabhängig (auch 
wenn sie bis dahin mit demselben Buchstaben bezeichnet waren), so 
erhält man, wenn man die so aufgefassten Gleichungen im Sinne 
unserer Wissenschaft addirt, eine Gleichung von der Form 

em+By°'+'' + eiy — 0. 

Multipliciren wir diese Gleichung mit dem äusseren Produkt 

e^ . es . . . . em+n 9 so fallen alle Glieder bis auf das letzte nach den 

9 
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Oesetien der Insseren MultiplikatioB weg, und wir erhalten die 
Gleiehiing 

61 • es . e| 604.07 ^ 0, 

oder, da y nicht nnll sein kann, weil dann in d^ gegebenen Gleichungen 
wider die Voraussetzung ao und bo gleich null sein würden, so 
hat man 

e| . Cj . Cg . . . . . en^-a "^ 

als die verlangte Eliminationsgleichung. 



Zweiter 



Die Elementargrosse. 



Erstes Kapitel. 

Addition und Subtraktion der Elementargrössen 

erster Stufe. 

§ 94. Ich knflpfe den Begriff der Elementargrössen an die 
Lösung einer einfachen Aufgabe, durch die ich zuerst au diesem 
Begriffe gelangte, und die mir Überhaupt zu dessen genetischer 
Entwickelung am geeignetsten zu sein scheint. 

Auf gab e. Es seien drei Elemente a^ , a^ , ßi und ausser- 
dem ein Element q gegeben ; man soll das Element ß^ finden, 
welches der Gleichung [^«i] -[- [paj] =« [qß^ -|- [pft] 
genügt. 

Auflösung. Schafft; man die Glieder der linken Seite auf 
die rechte, so hat man, da — [?"J"^[«p]> ^"»d [aq] -|- [qß\ 
«BS [aß\ ist, die Gleichung 

[«iA]47[«iÄ]— 0, 

durch welche das Element ß^ auf eine einfache Weise be- 
stimmt ist. 

Um dies Besultat der Anschauung näher zu bringen, wollen 
wir es auf die Geometrie anwenden, und abo die Elemente als 
Punkte annehmen, so finden wir den Punkt /^a, indem wir [cc^ß^ 
entgegengesetzt gleich mit [ct^ß^ machen. — Das Interessante 

bei dieser Auflösung ist, dass das Element ß^ ganz unabhängig 

9* 
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von Q bestimmt ist , und da wir ans der letsten Gleichung , welche 
in der Anflösung vorkommt, durch das umgekehrte Verfahren wieder 
die erste in Bezug auf jedes beliebige Q ableiten können , so haben 
wir zugleich den Satz, dass, wenn die Gleichung 

ffir irgend einen Punkt Q gilt , sie auch fUr jeden andern Punkt gilt, 
der statt Q eingeführt werden mag. Dieser Satz lässt sich direkt 
ableiten , doch wollen wir ihn. vorher reraUgemeinem ; denn es ist 
klar, wie das angegebene Verfahren auch noch anwendbar bleibt, 
wenn man statt der zwei Elemente ct^ , a^ und /^i, ß% beliebig viele, 
nur auf beiden Seiten eine gleiche Anzahl , einführt , ja , da unter 
den Elementen beliebig viele zusammen fallen können , auch dann 
noch, wenn zu den Strecken auf beiden Seiten beliebige Koefficienten 
hinzutreten , sobald nur die Summe dieser Koefficienten auf beiden 
Seiten dieselbe ist. In der That es sei 

wo die Grössen i^ . . » . und k| . . . . Zahlengrössen darstellen , und es 
sin zugleich 

so könnea wir zeigen , dass die erste Gleiehuag auch fortbesteht für 
jeden Punkt <^ , der statt q eingeft&rt wird. Denn es ist 

Führt man diese Ausdrücke in Bezug auf die betreffenden Zeiger 
(1 .. «n, 1 . ..m) in die obige Gleichung ein, löst die Klammem auf 
und fasst die Glieder, welche [q&\ enthalten auf jeder Seite zu- 
sammen, so erhält man auf jeder Seite [Q<f] multiplicirt mit der 
Summe der Koeffid.enten , und da diese auf beiden Seiten gleich ist, 
so hebt sich das so gewwinene Glied auf beiden Seiten auf, und 
man erhält 

ii [<^«i] +• • • -in [ö'«n]=kiIö'A] +• • . .km[er/^m], 
d. h. die Gleichung besteht fort in Bezug auf jedes Element , was 

statt Q eingeführt werden mag. Also : 

ffWeaan man von einem Elemente q Strecken nach beliebig 

vielen festen Elementen zieht , und zwei beliebige Vielfachen* 

summen derselben, deren Koefficienten aber gleicher Summe 

haben , einander gleich sind , so besteht diese Gleichheit fort, 

wie sich auch das Element q ändern mag." 
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Ist ins Besondere die Summe der Koefficienten in dem Am- 
drucke h [q^c f] -^....ij^lga^] null, so ergiebt sich, indem bmh 
anf die oben angegebene Weise , nämlich statt [^cr] ttberall [ifO] -^ 
[Ca], snbstituirt, jener Ausdruck gleich 

weil nj&miich das Glied (ij -j- . . . i^) [^a] wegen des ersten Faktm» 
null wird. Also : 

„Wenn man von einem verttnderliehen Elemente Q Strecken 
nach beliebig vielen festen Elementen zieht , so ist jede Viel- 
fachensumme dieser Strecken, deren Koeffieientensuzame null 
isty eine konstante Grösse.^ 

Auch gebt aus der Art, wie sich die Gleichungen dieses 
Paragraphen aus einander aUeiten lassen, unmittelbar hervor, dass, 
wenn zwei beliebige Yielfaeheiisummen jener Btreck«& in Bezug 
auf dieselben zwei Anfangselemente q und o* einander gleich sind» 
auch ihre Koefficientensummen gleich sein , und daher ihre eigene 
Gleichung bei jeder Aenderung von (f fortbestehen mtlsse, und 
ebenso dass, wenn eine solche Yielfaehensumme in Bezug auf«wei 
Anfangs-Elemente (f und a gleichen Werth behHlt, äre Koefficien- 
tensumme null ist , und sie selbst daher bei jeder Aendenmg von 
if denselben Werth bdiält. 

§ 95. Um die jResultate des vorigen § einfacher einkleiden 
zu können , fUhren wir einige Benennungen ein , die wir auch fibr 
die Gh^ometrie fb$thalten. Nämlich wir vexstoften unter der Ab- 
weichung einea Ekmentes a von einem Elemente f die Strecke [^], 
unter der Ghasammt-Abweiehung einer Elementenreihe von einem 
Elemente ^ die Summe aus den Abweiehungen der einzelnen Ele- 
mente jener Beihe von dem Elemente f. Fallen unter jenen Ele- 
menten mdirere (m) in eins (a) zusammen, so wird auch die Ab- 
weichung dieses Elementes [^a], ebenso oft (m-mal) in jener Summe 
vorkommen. Hierdurch gelangen wir zu einer Erweiterung des 
Begrifis; nämlich nennen wir einen Verein von Elementen, derep 
jedes mit einer bestimmten Zahlengrösse behaftet ist, einen Blemen- 
tarverein , so werden wir unter der Gesammtabweichung dnes Ele- 
mentarvefeins von einem Elemente Q eine Yielfaehensumme aus 
den Abweichung^i der jenem Vereine angehörigen Elemente von 
dem Element q verstehen müssen , ^deren Koefficienten die Zahlenr 
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-gWtssen sind, mit welchen die zugehörigen Elemente behaftet sind. 
Die Smnme dieser Zahlengrössen nennen wir das Gewieht*) des 
Slementarvereins , so wie die Zahlengrössen , mit welchen die ein- 
zelnen Elemente behaftet sind, die ihnen zugehörigen Gewichte. 
Besteht also der Elementarverein aus den Elementen a, /9 , . . . . 
und den srogehörigen Qewichten a , b , . . . . , so ist die Abweichung 
jenes Elementarvereins von einem Elemente f gleich 

Somit haben wir denn die Sätze : 

„Wenn zwei Elementarvereine von demselben Elemente um 
Gleiches **) abweichen , und ihr Gewicht gleich ist, oder wenn 
sie von denselben zwei Elementen um Gleiches abweichen ; so 
weichen sie auch von jedem andern Elemente um Gleiches 
ab, und im letztem Falle ist ihr Gewicht gleich" 
und 

„Ein Elementarverein, dessen Gewicht null ist , weicht von je 
zwei Elementen um Gleiches ab, xmd ein Elementarverein, 
' welcher von zwei Elementen um Gleiches abweicht , hat null 
zum Gewicht, und weicht von allen Elementen um Gleiches 
ab*^).« 

§ 96. Jedes Gebilde wird dadurch als Grösse fixirt , dass der 
Bereich seiner Gleichheit und Verschiedenheit bestimmt wird. Wir 
bezeichnen daher zwei Elementarvereine als gleiche Grössen und 
zwar als gleiche Eiementargrössen , wenn ihre Abweiehungen von 
«denselben Elementen jedesmal gleichen Werth haben. Ein Ele- 
mentarverein wird also zur Elementargrösse , wenn man von der 
besonderen Art seiner Zusammensetzung absieht , und nur die Ab- 
weichungswerthe festhält , welche er mit anderen Elementen bildet, 
s6 dass also eine Elementargrösse auf verschiedene Weise als Ele- 



*) Der Name «Gewicht^ ist anch sonst in der Mathematik (in der 
Wahrscheinliehkeitsrechnnng) im abstrakten Sinne gebräachlich, und bedarf 
wohl hier kainer. Sachtfertigang. 

**) D. h. die Abweichungen ^sollen gleich sein. 

***) Dabei versteht sich von selbst, dass auch jedes einzelne Element so- 
wohl für sich, als wenn es mit einer Zahlengrösse behaftet ist, als Elementar- 
verein anfgefasst werden kann, indem die Gewichte der übrigen Elemente null 
sind. 
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mentanrerein da sein kann, and jeder El^mentarverein als eine 
besondere Vericbrpemng einer ElementargrSsse oder, wie wir es 
ohea bezeichneten , als elementare oder konkrete Darstellung einer 
JEHementargrösse an&nflMsen ist« Hierfiiach verstdit es sich nun 
schon von selbst, dass nnter der Abweichung und dem Grewichte 
-einer Elementargrösse dasselbe zu verstehen ist , was wir unter der 
Abweichung und dem Gewichte des Elementarvereins verstanden, 
welchem sie angehört, und däss zwei Elementargrössen nur dann 
gleich sein können, wenn sie gleiches Gewicht und gleiche Ab- 
weichnngswerthe darbieten, dass aber schon die Gleichheit der Ele- 
mentargrössen erfolgt, wenn anch nur irgend zwei solche Werthe 
als gleich dargethan sind. Unsere Aufgabe ist nun, die Art der Ver- 
knfipfung auszumitteln , in welche die verschiedenen Elemente und 
die zugehörigen Zahlengrössen eines Elementarvereins eingehen 
müssen, wenn als das Besultat der Verknüpfung die Elementai^össe 
erscheinen soll. Die Verknüpfungen sind von zwiefacher Art, eines- 
theils nttmlich zwischen einem Element und der zugehörigen Zahlen- 
grösse, dem Gewichte, andererseits zwischen den mit Gewichten 
behafteten Elementen und überhaupt zwischen den Elementarver- 
einen, sofern sie ihren Abweichung^i nach betrachtet werden, d. h. 
zwischen den Elementargrössen imter sich. Betrachten wir zuerst 
diese letzte Verknüpfungsweise, so ist klar, dass die Gesammtab- 
weichimg eines Elementarvereins dieselbe bleibt, in welcher Ordnung 
man die einzelnen Theile dieses Vereins nehmen, und wie man sie 
unter sich zu besonderen Vereinen zusammenfassen mag , und dass 
endlich, wenn man zu Elementarvereinen, welche verschiedene Ab- 
weichung darbieten, Elementarvereine, welche gleiche Abweichungen 
darbieten, hinzufügt, die so erzeugten Gesammtvereine auch ver- 
schiedene Abweichimg darbieten müssen ; und zwar wird dies alles 
der Fall sein , weil es für die Addition der Strecken gUt. Diese 
Vertauschbarkeit und Vereinbarkeit der Glieder, und auf der andern 
Seite das ^Gesetz, dass, wenn das eine Glied der Verknüpfung kon- 
stant bleibt, das Resultat nur dann konstant bleibe, wenn auch das 
andere Glied es bleibt, bestimmt jene Verknüpfung nach § 6 als 
eine additive , und die Gesetze der Addition und Subtraktion gelten 
allgemein für diese Verknüpfung. Was nun die Verknüpfung des 
Elementes mit dem zugehörigen Gewichte betrifft , so leuchtet ein, 
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diws , weAft in einem Blementarrereine dasselbe Element mefaimals 
xmä^xwBT mit Terschiedenen Oewiehten behaftet Torkooimt, man statt 
dessen das Mement «mmal und awar mit der Snmme der €towieiite 
behaftet setzte kann, olme dass die Abweiehang des Vereins 
geändert wird, wie dies ans den Oesetaen der Multiplikation Ton 
Zahlengrössen mit Strecken bekamst ist. Bezddmet man daher Tor- 
länfig diese aw^e Yerknttpfangsweise dnroh das Zeichen ^ , so hat 
man, wenn a ein Element, m imd n die Gewichte sind, 

TXk^ct -4- nAft*ia^(m -4- n)^a, 
eine Glekhang, welche das mnltiplikative Grundgesetz in Beang auf 
das erste Verknflpftmgsglied darstellt, und da die Yerknttpfnng einer 
Zehlengrösse mit einem Verein aus mehreren Elementen noch 
nicht ihrem Begrifie nach gegeben ist, also luich die andere Seite 
jenes Grundgesetses noch nicht hervortreten kann , so ist jene Ver- 
kntipftmg, so wdt sie überiiaupt bestimmt ist, als eine mnltiplika- 
tive bestimmt. Fassen wir dies zusammen , so ist die Elementar- 
grosse eines Vereins von Elementen a , /9 , . . . . mit den zugehörigen 
Gewichten a , b , . . . . gleich 

ücc -^ iß -|- , 

d. h. sie ist als Vielfachensumme der Elemente dargestellt, deren 
Koef&cienten die den Elementen zugehiteigen Gewichte sind, und 
zugleich ist dadurch die Addition der Elementaigrössen unter sich 
bestimmt. 

§ 97. Um nun die mnltiplikative Verknttpftmg allgemeiner 
darzustellen, haben wir die Multiplikation einer Zahlengrösse mit 
einer Elementargrösse so zu definiren , dass au9h die andere Seite 
des multipHkativen Grundgesetzes fortbesteht; dies geschi^t, indem 
wir festsetzen , dass eine Vielfachensumme von Elementen mit einer 
Zahlengrösse multiplicirt werde, wenn man die Koefficienten 
derselben mit dieser Zahlengrösse multiplichrt. Nlbnlich dann er- 
giebt sidi sogleich, wenn a und b beliebige Elementargrössen, 
d. h. Vielfadbensummen von Elementen darstellen, die Qeltung der 
beiden multiplikativen Grundgesetae 

ma -[- na =» (m -|- n) a 
und 

ma -}~ ^^ "^in (& H" ^)* 
Dass nun auch das Resaltat der Division mit einer Zahleqgröese, 
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sobald diese nicht buII ist, ein bestimmtes s^, ergiebt si^ leicht, 
indem verscbiedeae ElemeatavgrÖssen , d. h. soleh», d^ren Ab- 
weichungen von denselben Elementen Yeracfaiedenfaeiten darbieten, 
auch nachdem sie mit derselben Zahlengrttsse , die nicht null irt, 
multiplictrt sind, yersehiedene Abweichungen darbieten müssen, aho 
verschieden bleiben. Und ebenso l^dit ergiebt sich auch, dass, wenn 
wir gleichartige ElementargrÖBsen solche nennwi, welche aus derselben 
Elementargrltese durch Multiplikation mit ZahlMigxöss^i hervor- 
gegangen sind, der Quotient zweier gleichartiger Elementargrössen, 
wenn nicht der Divisor nuU ist, eine bestimmte ZahlengrJSsse liefert. 
Somit gelten alle Gesetce ari&metischer Midtiplikation und Division 
für die fragliche Verknüpftmg. Die VerknÜpftmg des Elementes q 
mit andern Elementen oder Elementargrössen, wie sie bei der oben 
eingeführten Bezeichnung d^ Abweichung eintritt, behalten wir 
dem folg«[iden Kapitel vor. 

§ 98. Es erschien bisher die Elementai^prösse im Allgemeinen 
als eine Vielfa^ensumme von Elementen , und wir mtlssen uns die 
Aufgabe stellen, eine Elementargrösse, welche in dieser Form ge- 
geben ist, in möglichst einfacher Form darzustellen. Zunilehst 
machen wir den Yersnch , sie in einem Gliede , also als vielfaches 
Element darzustellen. Es sei daher 

Ott -|" B/9 -f* •....■« xo* 
gesetzt , wo c ein Element , x sein Gewicht bezekhnei; da das Ge- 
sammtgewieht auf beiden Seiten gleich sein muss , so erhalten wir 
sogleich 

x^a -j- i -y-» ..... 
imd wir haben nur noch <r so zu bestimmen , dass die Gesanunt- Ab- 
weichung von irgend einem Elemente (( auf beiden Seiten gleich ist 
und eriuQtm 

«[H+^[?fl+ — (ö+*+----0[e<'], 

d.h. 

Ige] = 0[H+^[g/^4"-- ^ 

wodurch (X bestimmt ist, sobald a-f-^-j" * * * * ^^'^ geltenden Werth 

hat, d. h. 

„Eine Elementargrösse, deren Gewicht nicht null ist, lässt sich 
als ein mit gleichem Gewichte behaftetes Element darstellen. 
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und zirar ist die AWeiehimg dieses Elementes voa emem £le- 
* mente f gleich der durch das Gewicht dividirten Abweichung 

der ElemeatargrOsse von demselben Elemente.^ 
Setet man übrigens in jener Gleichung, welche flUr jedes Element (f 
gilt, dies Element mit er identisch, so hat man, weil 00] null ist, mit 
Weglassung des Divisors die Gleichung 

— a [ora] -f- 6 [cT/tf ]-}-...• , 
d. h. die Gesammtabweichung einer Vielfachensnmme von Elementen 
Ton dem Summenelement (er) ist gleich null. 

§ 99. Ist das Gewicht der El«nentargrö8se null, so haben wir 
echon gezeigt, dass dann die Abweiehmigen der ElementargriSsse von 
je zwei Elementen gleich gross sind ; ist diese Abweichung daher in 
Bezug auf irgend ein Element null , so ist sie es auch in Bezug auf 
jedes andere, iiad jene ElementargrOsse kann dann einem beliebigen 
Elemente mit dem Gewichte null gleichgesetzt werden^ wie dies auch 
cüe Formel des vorigen § sdion darlegt , oder sie kann selbst gleich 
null gesetzt werden. Ist aber die Abweichung «ber solchen Ele- 
mentargrösse (deren Gewicht null ist) von irgend einem Elemente 
gleich einer fitrecke von geltender Grösse, so ist auch die Abweichung 
derselben von jedem andern Elemente derselben Strecke gldush, und 
diese Strecke, welche jene konstante Abweichung misst, repräsentirt 
daher jene Elementargrösse vollständig, so dass zu gleichen Ele- 
mentargrössen, deren Gewichte null sind, auch gleiche Abweichungs- 
werthe und umgekehrt gehören. Werden nun solche Elementar- 
grossen zu einander addirt oder mit Zahlengrössen multiplicirt , so 
geht der Abweichungswerth des Eesultates ans denen jener Elementar- 
grössen durch dieselbe Addition oder Multiplikation hervor , es tritt 
also zwischen solchen Elementargi^össen und ihren Abweichungs- 

werthen weder an sich, d. h. in ihrem Begriffsumfange, noch in ihren 

* 

Verknüpfungen, irgend ein Unterschied hervor, und wir sind somit 
berechtigt, jene Elementargrösse und ihren Abweichungswerth als 
gleich zu definiren, ja wir sind dazu gezwungen, wenn wir nicht durch 
tmntttze Unterscheidungen den Gegenstand verwirren wollen. Wir 
setzen daher eine Elementargrösse, deren Gewicht null ist, derjenigen 
konstanten Strecke gleich, um welche jene Grösse von beliebigen 
Elementen abweicht, oder wir verstehen unter der Abweichung einer 
Strecke von einem Element jene Strecke selbst, und die Strecke 
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ersdieint als eine besondere Art von Elementargrössen^ Um dies 
noch anscliiiiilicher zu übersehen , ktonen wir anmachst nachweisen, 
dass sich jede Elementargrösse, deren Gewicht null ist, als Differenz 
swder Elemente {ß — a) darstellen Ittabt, deren eins {a) willktthrlieh 
ist. In der That, da das Gesamml^gewicht dieser Difierenz gleidi- 
falls nnll ist , so kommt es nur darauf an , dass in Besng auf irgend 
ein Element (q) die Abweichungen gleich sind. Die Abweichung 
jener Differenz von q ist [qß\ — [qa\ , d. h. sie ist gleich {aß\ , und 
dadurch ist nicht blos das Element fi bestunmt , wenn a gegeben ist, 
sondern auch die konstante Abweichung der gegebenen Elementar* 
gr))SRe selbst gefanden, und es folgt daraus ferner, dass 

ist. Beide stellen also nur verschiedene Bezeichnungen dar, und 
da die erstere willktthrlieh , die letztere nothwendig kt , so werden 
wir von jetzt an am liebsten jene von Anfang an nur als vorläufig 
dargestellte Bezeichnung gegen die letzte fallen lassen, und also 
künftig eine Strecke , welche , wenn a als ihr Anfangselement ge- 
setzt wird, ß zum Endelement hat, mit ß — a bezeichnen *). Fassen 
wir das Ergebniss beider Paragraphen zusammen, so zeigt sich, 

„dass eine ElementargrÖsse erster Stufe, denn so bezeichnen 
wir die bisher behandelte Elementiurgrösse im Gegensatz gegen 
* die später zu behandelnden, sich, wenn ihr Gewicht einen 
geltenden Werth hat, als vieUadies Element, wenn ihr Ge- 
wicht null ist, als Strecke darstellen lässt, imd zwar erhält 
man jedesmal diesen Werth , indem man die Gewichte gleich 
setzt , und die Abweichungen voji irgend einem Elemente , wo- 
bei die Abweichung einer Strecke von einem Elemente jener 
Strecke selbst gleich gesetzt ^ und das Gewicht einer Strecke 
null gesetzt wird. ^ 

§ 100. Da nach dem vorigen § die Strecke als eine besondere 
Gattung von Elementargrössen erster Stufe erschien, so lässt sich 



*) £s ist hier noch asu erwähnen, dass die Formel des vorigen § für 
diesen Fall die ElementargrÖsse als unendlich entferntes Element mit dem 
Gewichte null darstellt, falls man nämlich die Division mit null gelten 
lassen will ; aber die bestimmte Bedeutung dieses Ausdrucks tritt eben erst 
durch die hier gegebene Darstellung an*8 Licht. 
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die Summe «Her Stredce md eiliefl eufadien oder Tiel&ehcK 
Elemetttes gleiebfidls als £leaienUii§^;i)we anliftssea, md den. Be- 
griff dieser Summe, der durch das Fritliere scliön bestimmt ist, 
wollen wir nun nXher vor Augen rttcken. Sueben wir xuent die 
Summe (a -[- p) eines Elementes a und emer Stred^e p , so muBS, 
da das Gewicht dieser Snnmie 1 ist , dieselbe wieder gleich einem 
einfachen Elemente ß gesetzt werden. Man hat dann aus der 
Gleichung 

a -f- p«>"/9 
die neue Gleichung 

d. h. a --|- p bedeutet das Element ßy in welches a übergeht, wenn 
es sieh um p ändert, oder dessen Abweichung Yon a gleieh p ist. 
Betrachten wir die Sunmie emes vielfaehen Elementes ma und 
einer Strecke p , so haben wir , da das Gewicht der Summe m ist, 
die Gleichung 

mir -^ psBiQ^ 
und daraus 

m(ß — a) «= p, oder ß — a = — , 

m 

d. h. m« -^ p bedeutet das mfaehe eines Elementes ß , dessen Ab- 
weichung von u der mte Theil der Strecke p ist. Oder fassen wir 
beides zusammen und drMken es auf aUgemeinere Weise aus , in- 

dem wir zugleich bedenken, dass, wenn ß von a um— abweicht, 

m 

dann mß von a um p abweicb/e, so «rgiebt sidb, 

„dass di6 Summe einer Elementai^;rt}8se von geltendem Ge- 
wiehtswerthe und einer Stredce eine Elementatgröose ist, 
welche mit der ersteren gleiches Gewicht hat, uud von dem 
Elemente der ersteren um die hinzuaddirte Strecke abw^ht." 
§ 101. Wallen wir die in diesem Kapitel gewonnenen Resul- 
tate auf die Geometrie anwenden, so haben wir nur statt der 
Elemente uns Punkte vorzustellen; und behalten wir dann die 
übrigen Benennungen, welche in diesem Ejipitel eingeführt wurden, 
namentlich die Benennungen „Gewicht, Abweichimg, Elementar- 
grosse" hier in derselben Bedeutung bei , so erhalten wir auch die* 
selben Sätze , von denen wir jedoch die interessantesten in anschau- 
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Iji^erer Totm darl^^n woUen. Stellt matt aidi mnlfcAil; n Pmdkte 
i«i...aii vor, 8o läsBt sioh stets ein Funkt tf finden, dessen Ab- 
weiehiuig Ton jedem befiebigen Punkte f der n*te Theil ist von 
der Qessmmt-Abwetelnuig jener n Punkte von demselben Punkte (fi 
irad dieser Pmikt ist dnrch'eine solebe Qieiehang 

^ n 

vollkommen bestimmt. Dieser Pnnkt ist es, welehen man den 
Punkt ißt mittleren Entfernung xwiscben jenen n Punkten zu 
nennen pflegt , den ich aber kürzer als deren Mitte bezeicknet habe 
(vergl. § 24). Drücken wir nun den obigen Satz geometrischer 
aus, so können wir sagen : 

„Zidbt man von einem veränderliehen Punkte f die Strecken 
naeh n festen Punkten, so gebt die von q aus mit der Summe 
dieser Strecken gezogene Parallele durch einen festen Punkt er, 
welcher die Mitte zwischen jenen n Punkten heisst, und dessen Ent- 
fernung von f der n-te Theil jener Summe ist.^ Oder wenn wir 
auch den Begriff der Summe vermeiden wollen „Zieht man von einem 
verttnderlichen Punkte f die Strecken nach n festen Punkten, und 
legt diese Strecken, ohne ihre Eichtung und Länge zu Xndem, stetig, 
d. h. so an einander, dass der Endpunkt einer jeden Strecke jedesmal 
der Anfangspunkt der nächstfolgenden wird , und macht f zum An- 
fangspunkt der ersten , so geht die linie , welche die so gebildete 
Pigur schliesst , durch einen festen Punkt C , welcher die Mitte der 
n Punkte ist, und yobl der schliessenden Seite nadi dem Punkte ^ zu 
den n*ten Theil abschneidet.^ Hieraus ergiebt sich eine höchst ein- 
fache Konstruktion der Mitte, und zugleich das Gksetz, dass die 
Strecken, welche von der Mitte nach den n Punkten gezogen werden, 
stetig an einander gelegt eine geschlossene Figur geben , oder dass 
Bie den Seiten einer geschlossenen Figur gleich und parallel sind. 

§ 102. Es ist klar, wie die im vorigen § aufgesteUten Oesetze 
Auch noch gelten, wenn sich mehrere der festen Punkte vereinigen, 
wenn man dann nur die Anzahl derselben festhält, tmd axtek dann 
noch, wenn man diese Punkte mit beliebigen positiven oder negativen 
Zahlengrössen , welche wir auch hier Gewichte nennen können, mul- 
tiplicirt denkt, so lange nur die Summe der Gewichte einen geltenden 
Werth hat 5 nennen wir dann wieder die Gesammtheit der so mit Gre- 
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widiten behcfteten Punkte einen Pnnktrerein, 00 können wir den 
Sati anasprecken: ^Wenn man von einem veriinderlichfm Funkte f 
nach den Punkten eines festen Ponktrereins Strecken sieht, diese 
Strecken , ohne ihre Biehtnng an Ibidem , mit den angehörigen Ge- 
wichten multiplicirtf nnd die so gewonnenen Strecken von q aoa 
stetig an einander legt, so geht die die Figur schliessende Seite durch 
einen festen Punkt C , welcher die Mitte jenes Punktvereins ist , und 
dessen Entfernung von ^ so oft in der schliessenden Seite enthalten 
ist, als das Gesammtgewieht beträgt.^ Ist das G^sammtgewicht nall^ 
so fUlt, wie sich aus der Formel 

IP^J^ a+b + .... 

ergiebt, der Punkt ins Unendliche, und die schliessende Seite geht 
dann durch denselben unendlich entfernten Punkt, d. h. hat eine 
konstante Bichtung. Dies ergiebt sich noch einfacher und sugleich 
bestimmter ans den Sätzen, die wir für den Fall, dass das Gesammt- 
gewieht nnll ist, oben aufgestellt hatten, und es folgt daraus zugleich, 
dass diese schliessende Seite augleich eine konstante Länge hat. Es 
erscheint also als Mitte des Punktvereinsr, wenn das Gesammtgewieht 
null ist , ein unendlich entfernter Punkt ^ oder was dasselbe ist, eine 
konstant^ Bichtung, also nicht ein (endlich liegender) Mittelpunkt, 
sondern eine Mittelaxe. Da dieser Fall ein besonderes Interesse 
darl»etet, so sprechen wir ihn noch einmal mit möglichster Ver- 
meidung aller Kunstausdrttcke aus : 

„Zieht man von einem veränderlichen Punkte f die Strecken 
nach einer Beihe fester Punkte , zu welchen eine Beihe von Zahlen- 
grossen, deren Summe null ist, gehört, imd man legt diese Strecken, 
nachdem man sie , ohne ihre Bichtung zu verändern , mit den zu- 
gehörigen Zahlen multiplicirt hat, stetig aneinander, so hat die 
schliessende Seite konstante Bichtung und Läi^^e, und kann die Axe 
jenes Punktvereins genannt werden *)• 

§ 103. In Bezug auf die Statik steUen wir sogleich das Haupt- 
gesetz auf, nämlich 

„Wenn die Punkte eines Vereins von parallelen Kräften gezogen 



*) Sollten die Resnltate dieses § in rein geometrische Form gekleidet 
werden, so müsste man statt der Gewichte parallele Strecken nehmen, deren 
Grössen das Yerhältniss der Gewichte darstellten. 



§ 103 Mitte eines Pniüctvereini. — Sdiwerpnnkt. X43 

werden, weklie den Gewichten jener Pnnkte proportional, aber voa 
yeränderliclier Bichtimg sind, so ist das Gesammtmotaent jener 
Krttfte in Besag auf die Mitte jenes Vereins null, in Besog auf jeden 
andern Punkt gleich dem Momeat der an der Mute angebraehten. 
Gesammtkraft." 

Der Beweis ist höchst einfach, ist nttmlich er die Mitte dea Vereins 
ace, iß, . . . . , tuid sind op, hp, ... dieKrllfte, durch wekhe die Punkte 
a, ß etc. gezogen werden, so hat man das Gesammtmoment in Bezug 
auf ff gleich 

a[tfa].p4-^[ö'ffl-P 

da der erste Faktor nach dem vorigen § null ist. Für jeden andern 
Punkt n hat man das Moment gleich 

Qnd da der erste Faktor gleich (a -|- 6 -|- . • .) \fits\ ist, gleich 

[p<r].(a4-b + ...).p, 
d. h. gleich dem Moment der an o" angebrachten Gesammtkraft. £s 
ist bekannt genug, dass von der ersteren Eigenschaft die Mitte, wenn 
die Gewichte als physische Gewichte aufgefasst werden, der Schwer- 
punkt heisst. Da die physischen Gewichte immer als positiv er- 
scheinen, so hat der zweite Fall hier keine direkte Anwendung. 
{ Denkt man sich aber einen in eine Flttssigkett getauchten Kdrper, 
welcher von dieser Flüssigkeit rings umgeben ist , und rechnet man 
die £araft, mit welcher jedes Theüchen durch sein physisches Gewicht 
i nach unten, und die, mit welcher es durch den Druck der Flüssigkeit 
\ (welcher dem physischen Gewichte der verdrängten Flüssigkeit gleich 
i ist) nach oben getrieben wird, zusammen, und betrachtet dieGesammt* 
t kraft als mathematisches Gewicht des betreffenden Theilchens, so hat 
i man ebenso wohl positive als negative Gewichte. Wenn ins Besondere 
der Körper in der Flüssigkeit schwebt , so ist die Summe jener Ge* 
Wichte null, und statt des mit einem Gewicht behafteten Schwerpunktes 
tritt nun eine bestimmte Strecke als Summe des Punktvereins auf, 
welchen der in der Flüssigkeit schwebende Körper darstellt Diese 
Strecke kann ins Besondere null werden ; dann schwebt der Körper 
in jeder Lage im Gleichgewicht; hingegen in jedem andern Falle 
bestimmt die Richtung der Strecke die Axe , welche die senkrechte 
Lage annehmen muss, wenn der in der Flüssigkeit schwebende Kör- 



tf 
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per in Oleiefagewidit sein folL Wie die Bfebtong «ad LHiKge dieBer 
Streeke» wcielie fitr die Steük, wie wir im nAdisteii § sseigen werden, 
eine bestiiHmte und einfache Bedeninng hnt, gelonden werden k^niiey 
ergiebi deh eogleidi ans dem folgcndoi Batae, welAer eh« unmittel- 
bare Folgerang aus dem Begriffe der Summe mehrer Elemontargr^Siflen 
kty nMmlich ans dem Satae: 

„"Weaa ein Köiper aus mehreren einaeloen Sötf^rnznaammen- 
gefügt ist, so findet man aas den Schwnp«iikteii und den Ge- 
wichten der einzelnen Körper den Schwerpunkt und das Gewicht 
des Ganxen, oder die Strecke, wtfohe beides vertritt, indem man 
die Summe aas den mit den betreffenden Gewichten behafteten 
Schwerpunkten nimmt«'' 
In unserm Falle ist der Schwerpunkt des K^hrpers an sich und 
der des verdrängten Wassers zu nehmen und beide mit den betreffen- 
den Gewichten, welehe entgegengesetzt bezeichnet sind, an multi- 
pliciren; und da für den Fall, dass der Körper schwebt in der Flüssig- 
keit, die Gewichte gleich sind, so erhält man als Summe dies Gewicht 
multiplicirt mit der gegenseitigen Abweichung beider Schwerpunkte, 
die AxLC geht also durch beide Schwerpunkte und ist null , wenn die- 
selben Busammenfallen. 

§ 104. Eine ungleich wiehtigere Anwendung des letzten Falles, 
in weldkem statt des Sunmenpanktee eine Axe erscheint , ist die auf 
den Magnetismos. Gauss hat gezeigt*), dass die magnetischen 
Intensitäten innerhalb eines magaetiachen Körpers allemal znrSomme 
null geben. Denkt man sieh diese Intensitäten den zugehörigen 
Punkten (oder Theüchen) als mathematische Gewichte bdgelegt, so 
wird die Summe des so gebildeten Punktverems eine Streoke von 
bestimmter Biehtung und Länge sein. Um die Bedentang dieser 
Strecke für die Theorie des Magnetismus kennen zu lernen, denken 
wir uns eine magnetiBche Elraft, welche, wie etwa der Erdmagnetis- 
mus, oder die ELraft eines entfernten Magneten, die einzelnen Punkte 
in parallelen Bichtungen den magnetischen Intensitäten proportional 
forttreibt, so ist das Moment dieser Elräfite in Bezug auf irgend einen 
Punkt Q gleich 

a[ifä\ .p + b[?fl.p-f-.... 



*) la «einer Abhandlung „/nteiiM^a« vit magneUcße^^» 
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"w^iin ap, 6p, die den magutitiselien Intensititen a, B, . . . • prapcutioiiflleii 
«nf die Po^e a^ ß,,. . . wirkenden Krilfte räd; es vwwftBd»lt sioh 
»ber jener Ausdruck , w^nn laan den gemeingelmftlidien Finktor p 
ousBerlHJb einer Klammer setzt, und bedenkt, das« dann die Ttm der 
Klammer eiDgeseUossene GHwse jener konstanten Strecke, welche 
die Bmnme des FiiBktv<erein8 darstellt, und von uns mit a bezeidmet 
werden soll, gleich ist, in 

a. p, 
«L h. das Moment jener Krttfte ist in Bezug auf je zwei Pmkte gleich 
gross , nXndich , wenn wir a die magnetische Axe , imd ^ l^e ein- 
wirkende magnetische Kraft (wie sie auf einen Punkt von der zur 
£inheit genommenen Intensitftt wirkt) nennen , gleich dem äusseren 
Produkt der magnetischen Axeln die einwirkende atagnetiflehe Kraft. 
Gleichgewicht ist also vorhanden , wenn dies Produkt null ist , d. h. 
die magnetische Axe in der Richtung der einwiikenden Kraft liegt. 
Der Begriff der magnetischen Axe, wie ich ihn hier dargestellt habe, 
ist von dem seost gangbaren nur dadurch versdiieden , dass sie hier 
als eine fitriedce von bestimmter Bidrtung (und Linge att%efu9St ist, 
während man sonst an ihr nur die Ricfatvng ifestzuhalten pflegt. Die 
Gründe, warum ich diesen Begriff modifioirt habe, <AnedieBenenntmg 
zu ändern, er^ben sich leicht, da einerseits die Wissenschaft die Ver- 
knüpfung der Kichtung und Läng« jener Strecke zu trinem Begrifib 
fordert, und anderseits aus dem, was man Über die magnetische Axe 
aussagt , jedesmal sogleich hervoigebt , ob dier Läaig« in den .Begriff 
mit aufgenommen ist, oder nicht, so dass also keine Verwechselung 
möglich ist. Dass man bisher in ^er Theorie des Magoetismnis beidte 
stets gesondert betrachtet hat, liegt nur darin, dass die EinMt voh 
Sichtung und (Länge , wie wir sie in dem Begriffe der 8tretske auf- 
gefasst haben, bisher in der Geometrie keine Stelle fand. Uebrig«ns 
beweist schon die ausserordentHohe Einfachheit, m welcher vermöge 
dieses Begriffes und der durch unsere Wissenschaft gebotenen Ver- 
imüpfung das magnetische Moment sieh darstellt, die Unentbehrlicfa- 
keit unserer Analyse für die Theorie des Magnetismus hinlänglich. 

Anmerkung. Wir sind hier zu dem ersten und einzigen 
Punkte gelangt, in welchem unsere Wissenschaft an schon anderweitig 
bekanntes heranstreift. Nämlich in dem baiycentrischen Kalkül von 

Mäbius wird gleichfalls eineAdditi(m ein&cher und viel&dier Punkte 

10 
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dargelegt, zwar zunächst nur als eine küroere Schreibart, aber doch 
mit derselben Rechnungsmethode, wie wir sie in den ersten Paragra- 
phen dieses Kapitels, wenn gleich in grösserer Allgemeinheit, dar- 
gelegt haben. Was jedoch dort gänzlich fehlt , ist die Aoffassong 
der Somme als 'Einet Grösse für den Fall, dass die Gewichte zusammen 
null betragen. Was den scharfsinnigen Verfasser jenes Werkes 
daran hinderte , diese Summe als Strecke von konstanter Länge vaid 
Eichtung aufzufassen, ist ohne Zweifel die Ungewohntheit, Länge und 
Richtung in Einem Begriffe zusammenzufassen. Wäre jene Summe 
dort als Strecke fbdrt, so wäre daraus der Begriff der Addition und 
Subtraktion der Strecken , wie wir ihn in Kapitel I des ersten Ab- 
schnitts dargestellt haben , für die Geometrie hervorgegangen ; und 
unsere Wissenschaft hätte einen zweiten Berührungspunkt mit jenem 
Werke gefdnden; auch würde dann der barycentrische KalklU selbst 
eine viel freiere und allgemeinere Behandlung gewonnen haben *). 

§ 105. Es erscheint mir hier der geeignetste Ort, um die An- 
wendung unserer Wissenschaft auf die Differenzialrechnung wenigstens 
anzudeuten. Um zu einer solchen Anwendung zu gelangen, mttssen 
wir die durch unsere Wissenschaft ^wonnenen Grössen als Funktio- 
nen darstellen. Dies geschieht am einfachsten, wenn die unabhängige 
Veränderliche als Zahlengrösse gesetzt wird , etwa gleich t. Dann 
wird sich jede Grösse F in der Form 

P — A + Bti4-Ct«+ , 

oder noch allgemeiner in der Fonn 

darstellen lassen, wo A, B, C..... oder Am, An, •••• nothwendig 
Grössen von derselben Stufe sind wie P , und als unabhängig von t 
gedacht werden mflssen. Setzen wir dann diesen Ausdruck als 
Funktion von t gleich f(t), also 

p=f(t), 

*) Als ich diese Aomerkung schrieb, war mir die Mechanik von Möbins 
(Leipzig 1843), in welcher er die Addition der Strecken lehrte, noch nicht sn 
Gesielt gekommen. Die Abhandlung in Crelle's Journal (Band 28), in welcher 
Möbius den barycentrischen Kalkül in der hier angedeuteten Weise begrün- 
dete, erschien erst nach dem Druck der Aosdehnungslehre, obwohl das Datum 
der Unterschrift nachweist, dass dieselbe schon früher geschrieben war. Es ge- 
hört dies en den merkwürdigen Berührangen wissenschaftlicher Arbeiten, wie 
sie 80 oft nun Erstaunen derer, welche so sasammentreffen, stattfinden. (1877.) 
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und setzen wir ferner 

aPa*f(t + dt) — f(t), 

60 erhalten wir im allgemeinen Falle 

— = mAn.t'»-! + nAnt»-i + . . . . 

Als der einfachste Fall erscheint hier der , dass P , also auch 
An , An . . . . Elementargrössen erster Stof e sind. Nimmt man dann 
ins Besondere an, dass P ein konstantes Gewicht habe , so wird es 
sich, wenn man die Grössen jetzt als Grössen erster Stufe mit kleinen 
Buchstaben bezeichnet, in der Form darstellen lassen 

p = a-|-b»t"*-f-bi|t" , 

wo bm, bn, . . . Strecken darstellen, a mid p also Elementargrössen 
von gleichem Gewicht. Dann erhält man 

^ = mbrnt"^-* + nbnt»-* + ...., 
dt 

und 3=- stellt also eine Strecke dar. Man übersieht leicht, dass, wenn 
dt 

dp 
p den Ort eines Punktes in der Zeit t darstellt, dann -~- die G^schwin- 

dt 

d«p 
digkeit desselben ihrer Grösse und Bichtung nach, imd j^ seine Be- 
schleunigung auf dieselbe Weise darstellt. Durch die Einführung 
dieser Betrachtungsweise in die Mechanik gelangt man mit Anwen- 
dung unserer Analyse aufs Leichteste zu der Lösung mancher Pro 
bleme, die sonst als verwickelt erscheinen ; doch würde mich die weitere 
Verfolgung dieses Gegenstandes zu weit von meinem Ziele abfuhren*). 



Zweites Kapitel. 

Aeussere Multiplikation, Division und Abschattung 

der Elementargrössen. 

§ 106. Der Begriff der Abweichung, wie wir ihn in der Ent- 
wickelung des vorigen Kapitels zuC^runde legten, enthlUtdean Keime* 
nach den Begriff des Prpduktes zweier Elementargrössen in sich. 

*) Yergl. meinen Aufsatz : Die Mechanik nach den Principien der Atts- 
dehnungslehre in den mathematischen Annalen Bd. XII. (1877.) 

10* 
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Wir verstanden dort unter der Abweichung eines Blemehtds ec von 
einem andern Elemente ^ die Streci^, Weifte von q nach a gefulirt 
werden kann, und bezeichneten dlos^lfeie tnit [iftc] ; ^beAso v^tstandbn 
wir unter der Abweichung eines Elementarvereic^ von einem Ele- 
mente ^ dieVielfachensumme aus den Abweichungen seiner Elemente 
ton detiiselben Elemente ^^ wefein mltti Als Koefficienteh dies^er Viel- 
Amhensunnie die de* betl^^fiende^ Ekmenl^ <zugehdrigen ^ählen- 
grössen (Oewi^hte) nimmt. Wir bestknintc»! i^)*aitf die einem Ele- 
mvntarverein entsprechende t9ementai^gi<&tee so , dass sie stiaftt des- 
selben gesetzt wordeh koünte, sobald es sich nur mn £e Abweichung 
handelte, und setzten eben die Oleiohheit der Abweichungen als ein- 
aigeBedtegttig Air dieGlei^ßhh^itderEliimentargrdssen; dak^us ergab 
sich dann , dass die einem Elementttrvereine zugehörige iSlementar- 
grösse wiederum die mit den zugehörigen Gewichteü als Koefficienten 
versehene Vielfachensumme der Elemente sei, also die entsprechende 
Vielfachensumme der Elemente, wie die Gresammt-Abw^chung jenes 
Vereins eine Vielfachensumme aus den Abweichungen der Elemente 
war. Bezeiclmeki wir daher gleichfalls die Abweiehun^ einer Ele- 
mentargrösse a von einem Elemente q mit [^a], so haben wir 

imd so auch, da die Gesammtabweichung eines Elementarvereins die 
Summe ist aus den Abweichungen ihrer Theile 

[^(a + b + c + ..0]-[H + teb] + ..., 

wenn a , b , beliebige Elementargrössen vorstellen. Späterhin 

hatten wir das Produkt einer Zahlengrösse in eine Elementargrösse, 
d. h. in eine Vielfachensumme von Elementen , als eine Vielfachen- 
summe definirt , welche aus der ersteren durch Multiplikation ihrer 
Koefficientenmit jener Zahlengrösse hervorgeht, und daraus folgt nun, 
dass man die Abweichung einer m-fachen Elementargrösse findet, 
wenn man die der einfachen mit m multiplicirt, also dass 

[^(ma)]— m[ja] 
ist*). Kurzes zeigt sich, dass die multiplikative G-rundbeziehung 
fiar die fragliehe Verknüpfung von if mit einer Elementargrösse, 
9öwM am sich Als a»eh in Bemg «uf dte Hiätmti^ctten voll Zahlen- 

*) Hieraus ergiebt sich übrigens, dass man in der ersten Gleichung dieses 
Paragraj^hen aRMÜi statt der Elemente a, /9, . . . die Blementargrössefn a, b, . . • 
einführen köante« 
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faktorei^ gilt , sobald BW9t «Qt i»n «weiten Faktar als gf^giMdAci bo* 
traehtet. Uel)evdies ^^gt mhy da [fff] nvM ist, xaA [q^] gMok 
— [oq], daas di^pe K^ti^likatiooi eine ttuflaere sem^ vüsde^ 

§ 1Q7. IBbe wir mm zu deia volIstiiiidigenBegraffe dM üwi^rM 
P];od^kte8 der £lemeatargr$9am ttbecgehea«, wolle» wir deö BAgiiff 
der £lem€^tiir8y«teiBe feststeUe«. Dieser Begriff gr^Eidiet «itih wie 
der d^ AusdiebnuDg^ßysteme (§ 16) auf den Begriff der AbbAngig- 
keit. Wir nemm^ ei^e £leuijeAtargirösse dreier 8t abblAgig iron 
auderu. Ele^ventargröasoa ^ weuu sie aieh al» YlelfiwhoTiwiwiwe ifst» 
srijbeaa darstellea Ifts^t, biugegei» fteoneu wir laebrere Eleiiu^tlAr- 
grössen erster St. wiabb^ngig, wenn zwischen ihnen keine AU^Ilogig' 
keit m dem ang^gd^nen Sinne stattfindet) d. h. keine von ihiB^ A^ 
als Vielfaehensunune der übrigen darstellen lUsst. Nun versteheia^ 
wir unter eineoji Sllementaraysteoae n-ter Stufe die Gesawn^tb^it der 
Elemente, w^lehe von n £lenif^»len abhängig änd, wlüureiid diese n 
Elemente -^n einander unabhängiig sind. Sind nun a^ fiyY*,,, a% 
A Yoi^ einander unabhängigen Elemente, und ich bel»a<^te zwei yq/^ 
ihnen abhängplge Elemente, f und (T, so wiid auch ihre Diflferf na Mik 
aJ^Yielfaeh^iaumme jener n Elemente davatellen laseen; difisie ]>^te- 
renz, wekb^ die gegenseitige Abweichung beider Elemente davst^Q^i 
hat zum Gewichte nujl, und man erh|Llt daher (f-r^0.inä»r Fovtl 
dargestellt : 

(f — ams9Cta'!\^iß'^cy^ , 

wo zugleich 

ist. Drückt man vermittels der letzten Ctteiohung irgend eil^n dlir 
Koefficienten z. B. a durch die übrigen aus, so exhlüt man, isidtwa 
man diesen Werth in die erste einfährt, 

p _ a— b (/?—«)+€ (r—a)-|r , 

d. h. die gegenseitige Abweichung zweier Elemente eines Elementar- 
Systems n-ter Stufe ist als Yielfachensumme von (n — l)Streoken dap* 
steUbaa:, wekhe. von einem der nElepgaente, die dasSy^stembeatiMmAiiiy 
oaeh den übrigen gelAgi sind; vndungek^rt jeAaSlareeke, die sich als 
Afij^achensiimme dieser (n-^l>Streeken darstellen Iftsst, Kihst auch v«n 
ettusm Elemente jenes Systems nothwendlg wieder au einem. EÜeiiiente 
diaselbeii Systems. Wir können daher auch sagen, ein E^ieoMaylarH 
System n-ter Stufe sei die Qesamratbdt der Elemente, der«a gegenseHige 
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Abweichungen einem und demselben Anfidehnungssystem (n — l)ter 
Stufe angehören, oder, wenn man sich so ausdrücken will, es sei die ele- 
mentare Darstellung eines Ausdehnnngssystemes(n — l)ter Stufe. Noch 
bemerke ich, dass es im Begriffe des Elementarsjstems immittelbar lieg^, 
dass n Elemente dann und nur dann von einander unabhängig sind, wenn 
sie keinem niederen Elementarsystem als dem n-ter Stufe angehören. 

§ 108. Um nun sogleich zu dem Begriff der äusseren Mul- 
tiplikation beliebig vieler Elementargrössen erster Stufe zu gelangen, 
haben wir nur den allgemeinen (formellen) Begriff der äusseren Mul- 
tiplikation auf diese Grössen anzuwenden. Der Begriff der Multi- 
plikation ist schon dadurch bestimmt , dass man in einem Produkte 
Ton zwei Faktoren, von denen der eine aus zwei gleichartigen Stücken 
besteht, statt dieses Faktors seine Stücke einzeln einftihren, und die 
so gebildeten Produkte, welche wieder als gleichartig zu betrachten 
sind, addiren darf. Dies Produkt mehrerer Grössen erster Stufe (die 
wir als solche einfache Faktoren genannt haben) wird als ein äusseres 
dadurch bestimmt, dass ohne Werthänderung desselben in jedemi ein- 
fkdien Faktor solche Stücke, welche mit einem der beiden zunächst- 
stehenden Faktoren gleichartig sind, weggelassen werden können. 
Durch diese Grundgesetze bestimmen wir also auch den Begriff der 
Multiplikation vonElementai^össen erster Stufe, und halten zugleich 
alle in dem ersten Abschnitte fär Ausdehnungsgrössen gegebenen 
Begriffs-Bestimmungen auch fär Elementargrössen fest , und da auf 
jenen Grundgesetzen und den hinzutretenden Begriffs-Bestimmungen 
alle im ersten Abschnitte bewiesenen Gesetze beruhen, so gelten sie 
auch alle für Elementargrössen, also namentlich alle Gesetze der 
äusseren Multiplikation, der formellen Addition und Subtraktion, der 
Division und der Abschattung ; in Bezug auf die letzte bemerken wir 
nur noch, dass der Name Projektion hier nicht gebraucht werden 
darf, w^ er in Bezug auf Elementargrössen, wie sich später zeigen 
wird , einen gänzlich andern Begriff in sich schliesst , als wir bisher 
mit dem Namen der Abschattung bezeichneten. — Unsere Aufgabe 
bleibt daher insbesondere, unserm Begriffe die möglichste Anschau- 
lichkeit zugeben, und seine konkrete Darstellung vor Augen zu legen. 

§ 109. Die Hauptsache ist hier, auszumitteln, wann zwei Produkte 
einander gleichgesetzt werden können, indem dadurch derBegrif&um- 
fang der Grösse, welche das Produkt darstellt, bestimmt wird. Da nun 
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durch jenefonnellenGrandgesetEe der Begriff des Produktes vollkom- 
men bestimmt sein soll, so haben wir zwei Produkte dann, aber auch 
nur dann, einander gleich zu setzen, wenn sich rermittelst jener Grund- 
gesetze (oder der daraus abgeleiteten) das eine Produkt in das andere 
verwandeln lässt« Es sei daher ein Produkt aus n Elementargrössen 
erster Stufe der Betrachtung unterworfen. Zunächst ist klar, dasswenn 
die Gewichte dieser n Elementargrössen alle einzeln genommen null 
sind, also jede derselben alsAusdehnnngsgrösse elfter Stufe erscheint, 
Auch ihr Produkt eine Ausdehnungsgrösse n-ter Stufe liefert. In jedem 
andern Falle , und wenn auch nur Ein einfacher Faktor ein geltendes 
Gewicht hat*), lässt sich jenes Produkt als Produkt eines Elementes in 
eine Ausdehnungsgrösse (n — 1) ter Stufe darstellen. Denn wir können 
zuerst den Faktor, von welchem wir voraussetzen, dass sein Gewicht 
nicht null sei, auf die erste Stelle bringen ; sollte sich dabei das Vor- 
zeichen des Produktes ändern, so können wir statt dessen das Zeichen 
irgend eines Faktors ändern. Ist nun aa jener Faktor, dessen Gewicht 
a nicht null sein soll, so können wir nun den ttbrigen Faktoren, wenn 
ihr Gewicht noch nicht null ist , ein beliebiges Vielfaches von a als 
Stück hinzufügen , ohne den Werth des Produktes zu ändern , und 
dadurch das Gewicht jedes der übrigen Faktoren auf null bringen. 
Nachdem dies geschehen ist, sind also die übrigen (n — 1) Faktoren 
Strecken geworden ; ihr Produkt , welches eine Ausdehnungsgrösse 
(n — 1) ter Stufe ist, sei Q, so ist die Elementargrösse gleich 

aa.Q; 
und dies wiederum, da a eine Zahlengrösse ist, gleich 

a . aQ sa a . P , 
wenn aQ gleich P gesetzt wird. Es ist also die oben aufgestellte 
Behauptung erwiesen; aber noch mehr, da das zu den einzelnen 
Faktoren hinzuzuaddirende Vielfache von cc , wenn es das Gewicht 
derselben null machen soll, ein bestimmtes ist, so ergiebt sich dadurch 
ein bestimmter Werth von Q, also auch von P. Um nun zu zeigen^ 
dass P immer einen bestimmten Werth behält, welche Formver- 
änderung man auch vorher mit jenem Produkte vorgenommen hat, 
haben wir nur festzuhalten, dass alle Formverändemi^n eines 
Produktes , welche den Werth desselben ungeändert lassen , darauf 



*) d. h. ein solches, welches nicht null ist. 
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beidhen , dasft man. jedem osn&eken Faktor Btfioke> Unsnfii^Hi) kaut,, 
welche den tinigBii Faktorea gkiehaiAig nad. Laesen wir niui- int 
dem nnq^arfiaglloken Produkte zanäekai den Faktor aa ungeändert^ 
fügen akeor irgend eine«, andern F^tor ein Stiick hinsu, webske» 
irgend einem der übrigen Faktoren, etwa dem Faktor ifi güekhartig^ 
iBt> 2. B. das Stück m/S, wo m eine Zahlengobese bedeutet, so bat maa 
nacbhffl!, vm dae Gewicht dieses vecmehrten Fakters auf nuD rai 
Viingen, noch ausser dem, wSiS vorher su subtrahiren war, die Grösse« 
ut» zu snbtrahiien , somit erscheint das jenem Faktor hinzugefügte 
gleich m {ß-^—cc) ; aber der Faktor iß verwandelt sich bei dereelbMi 
Umwandlung in 6(/S — a); also bleibt auch nach der bezeichneten ünn 
Wandlung das dem einmi Faktor ki^zug^gte Stiick dem andern 
gleichartig, d. h. das Produkt Q, also auchP behält denselben Werth. 
Somit haben wir gezeigt, das der Werth P, welcher als zweiter Faktor 
erscheint, ein bestimmter ist, wenn u unverändert bleibt; nun kann 
aber a un jede Strecke wachsen, welche, dem S78ieme P angehört; 
es sei dieaelbe pi, so hat man 

(a + p,).P — <r.P, 

d. h. es kann sich das Element er in jedes dem Elementarsysteme^ 
was durch u imd P bestimmt ist , angehörige Element verwAudeln^ 
während P immer denselben Werth behält, und hiermit ist der Be* 
gKyßaüjpcQfang bestimmt. Wir nennen nnn ein Produkt von n Elementar- 
grossen erster Stufe oder eine Summe, von solchen Produkten eine 
ElementargrÖsse n-ter Stufe, und ein solches Produkt, dessen 
einfache Faktoren nicht sämmtüek Strecken sind, eine starre EIot 
mentar grosse. Somit haben wir den Satz gewonnen, „dass 
eine starre Mementargrösse n-ter Stufe sich als Produkt eänea 
Elements in eine Ausdehnung (n — l)ter Situfe darstellen liest, daae 
diese Ausd^nung, welche wir dieAusweichungjenear Elementar-» 
grosse nenne», durch dieselbe vollkommen bestimmt sei, duss lAer 
^Ehment jedes beliebige angenommen werden kann, wasdiemdureb 
die emfachen Faktooren der Elementargrösse bestimmten System«^ 
angehört« ^ Die starre Elementargrösse erscheint daher überhaupt 
ab Einheit dea durch sie bedingten Elementarsystems und der ihr 
zugebitr^gen Autweiehuipig; und dusch das Ineinax^erschauen beider, 
d. h. durch das Zusammenfassen beider Anschauungen in eine ist 
die Begriffseinheit einer Elementargr^sse von höherer Stufe , oder. 
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doflfselbe kt , ei^ae» Pro^uiktefi von Ekmentmrgrl&wen eratto St«l» 
gegeben. Wir wd;len nun die Anaohaimng der starren ElemeiKtaiv 
gvösse dadurch voU^Mlen, dass wir aie ab bestiauatea Theil d^aa 
Eltementarsyatems, dem sie ai^gehört^ dflnustelien soeliAii* 

§ 110. $[aeb dem im voxigeii: § aa%e8tellten Begriff ist das 
Produkt zweier Elemente a , ^ die an das durdi u und ß bestimmtia 
Elementarsystem gebundene uaddaduvch gleielisam erstarrte Strecke^ 
aß. Dai Be^ff der Strecke gründeten wir auf den des einfbcbeQ 
Ausdebniusigsgebildes erster Stufe. Darunter veratandieft wir £e 
Gesammtheit der Elemente, in die ei» enaeugendes Element bei 
stetiger Fortsetzung derselben Aenderung überging ; daA erzeugende 
Elam^nt in seinem ersten Zustande nannten wir das Anfangselem^at 
dies Gebildefty in seinem letzt^i das Endelement, beide Elemente 
die Gränzelemente und alle übrigen Elemente des Gebildea he* 
zeiebneten wir als zwischen jenen Gränzelementen liegende. Sor 
mit können wir aueh sagen, das eio&cfae Gebilde aß sei di« 
Gesammtheit der zwischen m und ß liegenden Elemente , wobei ea 
vermöge des Begriffs des Stetigen gleichgültig ist, ob wir die Giiiaa^ 
demente selbst, weil sie an sich keine Ausdehnung darsteUeoi, mit 
hinzunehmen oder nicht. Dies Gebilde nun wicd als Elementar- 
grosse zweiter Stufe au%efas6t , wenn man nur einestheik das Ele^ 
mentarsystem zweiter Stufe , dem es angehört , und andrereeits <&! 
Erzeugungsweise festhält, so dass zwei solche Gebilde, welche dem- 
selben, Elemeo^tan^ystraie zweiter Stufe angehören uod durch die» 
selben Aendeirungen erzeugt si^d, als Elementargrteaen emander 
gleich sind, aber auch nur zwjei solche^ Oder denkt maA das ganze' 
Elementarsystem durch stetige Fortsetzung derselben Aenderung 
erzeugt, und nirai^t zwei Elemente desselben als ent^echende 
sa, und ausserdem je zwei Elemente als eizlepreoheBde, welche au» 
denr enteprechendea dui^ch dieselbe Aenderung erzeugt sind, so werden; 
zweit auf diese Weise sich entsprechende Gebilde, als .gleiche 
Elementargrösaen z'weiter Stufe eorsdieiiien. Wenden wir uiul 
dasselbe auf die Elementar^ösaea höherer Stui^ an, und betraoh* 
ten also drei oder mehaere Elemente a, ßy )?....) «o eotstohit una 
hier gleiehfalls dne Au%abe, die Geaammtii^it der zwisdieBi. die- 
sen Elementen liegenden Elmnente zu inden , und diese Gesammt- 
heit zu vev^eichen mit dem Produkte der ELementOt Was wir 
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unter einem zwischen 2 Elementen liegenden Elemente verstehen^ 
ist schon festgesetzt; jedes Element nun, was zwischen einem Ele- 
mente a und einem zwischen ß imd y liegenden Elemente sich be- 
findet y bezeichnen wir als ein zwischen cf , ß und / liegendes , und 
überhaupt ein Element, welches zwischen a und einem zwischen 

einer Beihe von Elementen ßy y befindlichen Elemente liegt, 

als ein zwischen der ganzen Elementenreihe a, ß , y,,, liegendes. 
Die Gesammtheit dieser Elemente wollen wir vorläufig ein Eckge« 
bilde nennen , a, ß, / , . . . seine Ecken , und diese Ecken sowohl 
als die Elemente, welche zwischen einem Theile dieser Ecken liegen 
(nicht zwischen allen) , seine Gränzelemente , jene zwischen sämmt- 
liehen Ecken liegenden Elemente hingegen die inneren Elemente 
des Eckgebildes. Unsere Aufgabe ist nun zunächst die , alle Zwi* 
schenelemente (inneren Elemente) als Vielfachensumme jener Ele- 
mente , zwischen denen sie liegen , darzustellen , und die Kelation 
zu bestimmen , welche dann zwischen den Koefficienten statt finden 
muBs. Zuerst in Bezug auf zwei Elemente ist klar , dass em Ele- 
ment ^ dann und nur dann zwischen a und ß liege, wenn aq gleich- 
bezeichnet ist mit qßj so dass die letzte Aenderung als Fortsetzung 
der ersten erscheint. Jedes Element q nun , was in dem durch a, 
ß bedingten Elementarsystem liegt , kann dargestellt werden durch 
die Gleichung 

^ =S3 aa -|- b^, 
wo a und i beliebige Zahlengrössen vorstellen , deren Summe eins 
ist. Nach dem vorigen liegt nun ^ dann und nur dann zwischen a 
und ß, wenn aq gleichbezeichnet ist mit ^/9, d. h. 

a . (aa -|- iß) gleiches Zeichen hat mit (aa -[- iß).ß 
oder , indem man die Gesetze der äusseren Multiplikation anwendet, 
wenn ^^aß gleich bezeichnet ist mit aotß , d. h. 6 gleich bezeichnet 
ist mit a ; d. h. , da ihre Summe eins , also positiv ist , wenn beide 
Koefficienten oder Gewichte positiv sind. Ist einer derselben null, 
so ist das Element ein Gränzelement. Durch Fortsetzung desselben 
Verfahrens können wir nun beweisen, dass ein Element q dann und 
nur dann zwischen einer Beihe von Elementen a , ß, 7 . . . , welche 
von einander unabhängig sind, liege, wenn es sich in der Form 

p aa» aa -|- b/? -|- c;' -f" • • • • 
mit lauter positiven Koefficienten darstellen lasse. Wir sagten, dass 
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fön Element q dann und nur dann zwisehen einer Reihe von Ele- 
menten liege , wenn es zwischen dem ersten Elemente dieser Reihe 
und einem zwisehen den folgenden befindliehen Elemente liege. 

Soll Q daher zwischen a, ß, y liegen , so muss es zwischen a 

und einem zwischen ft, / « . . liegenden Elemente sich befinden » es 
muss also ^ sich als Vielfachensumme von a und einem zwischen 
ß, 7...* liegenden Elemente, deren Koefücienten beide positiv 
sind , darstellen lassen ; also muss zuerst der Koefficient von a po- 
sitiv sein, demnächst aber auch der Koefficient des zwischen ß, 
/ . . . . liegenden Elementes , dies Element muss sich aber aus dem- 
selben Grande als Vielfachensumme von ß und einem zwischen den 
folgenden Elementen y... befindlichen Elemente mit positiven Ko- 
efücienten darstellen lassen ; in dem Ausdrucke für q war aber dies 
zwischen ß, / . . « liegende Element mit einem positiven Koeffieien" 
ten multiplicirt ; also werden wir, indem wir den für dies Element 
gefundenen Ausdruck in den Ausdruck für ^ einftlhren, und die 
Klammer auflösen, Q als Vielfachensumme von den Elementen a , ß 
und einem zwischen -den folgenden Elementen ^ • • • befindlichen 
Elemente mit positiven Koefficienten dargestellt haben , und da wir 
dies Verfahren bis zum letzten Elemente hin fortsetzen können y so 
folgt , dass jedes zwischen a, ß , 7 . . . liegende Element sich als 
Vielfachensumme von a, ß, 7... mit positiven Koefficienten dar- 
stellen lasse. Es ist nun noch zu zeigen , dass auch jedes Element, 
was sich in dieser Form darstellen lasse , Zwischenelement sei. Ist 
ein Element (f in der obigen Form dargestellt 

ß «= aa -|- b/? -|" V + • • • • > 
wo a, S , c , . . . . positive Koefficienten sind ; so hat die Summe aller 

auf aa folgenden Grlieder zum Gewichte B -j- c -f- . . . , also eine po- 
sitive Zahl, ist also, wenn man die Koefficienten (, c, . . . mit ( -|- c 
-]-... dividirt , und dann jene Summe mit B -|- c -|- . . . multiplicirt, 
als Produkt einer positiven Zahl in ein Element, was seinerseits 
wieder als Vielfachensumme von ß ^ 7 j • . . . mit positiven Koefficien- 
ten erscheint, darstellbar, folglich liegt ^ zwbchen a und einem 
Elemente, was als Vielfachensumme der folgenden Elemente mit 
positiven Koefficienten darstellbar ist, und da wir diesen Schluss 
fortsetzen können bis zu den beiden letzten Elementen hin, und 
das als Vielfachensumme dieser letzten mit positiven Koeffici^iten 
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dftta^tqllliave Elestent ein »irisffheiiUegeiifleQ ist,, ao folgt, diu» ^ 
selbst zwkeben <«, /f, 7 . . . liege ; aj^so ist der voriier ausgesprockeAe 
Sats erwieseiL; aHich ist klar, daaft, wenn einer oder mehrere 
Koefflci^ii^tt nnU werden , während die Ubrigei» pKwiitiv bleiben , g. 
«b GvItMideinevit er»(^u»t, 

§ 111. Betrachte ieb niui aul der andern Seite das Produkt 
t$.ß,}[.i..., dessen Ausweichung naeh § 109 gleich [ciß].\ßY]. 
[y<Q... ist, UBid stelle das Ansdehnnngsgebilde dar, was diesen 
Werth hat, und dadnrch entsteht, dass das Element a zuerst die 
Streeke [aß] beschreibt, dann jedes so erzeugte Element die Strecke 
[ßf]f dann jedes äi» ^ecke [yi] beschreibt u. s. w., so ist klar, dass 
jedes solche iE^lomen/t (a) aus a durch eine Aendemng von der Form 

wo p, (|, r... sämmtUoh positiv und kleiner als eins sin4, hervor- 
geht, also der Gleichnng 

[^a]^^[«ß\ + q[flr] + r[rif] -f... 

genügt, und daea jenes Ausdehnungsgebilde ausserdem keine Elemente 
eolhttlt, indem, die Werthe null und eins f^ jene Koef&eienten (p, 
q, r, . . .) QxtozeleQi^ßal» bedingen. Das Eokgebilde zwischen a , ßy 
y , ^, . . . enthielt die äesaanmitheit der Elemente , welche der Glei- 
chung 

<r •« a« + ^/^ + ^T' + ^<^ + • • • 
mit positiven Wertibsn von o« 6, g, bv . . . , d. h. welche der Gleichung 

[a0]^^aß\ 4- c[ay] + t>[ad] +. . . . 

genttgen , wenn 6 , c , b^ . . . posiibiv, uad ihre Summe kleiner ah eina 

ist. Setzen wir hiqr statt [^y] sei^nen Werth [aß\ -*f- [ßy], statt 

[aJfjf seio^en Werth [ttfi] -«f- [ß^] -rfr \yi] , u. s. w. , so erhält man 

fUr ein Element c des EckgefaUdes die Gleichung 

=^pf«/?}.+ q[>?y] + r[yd]+... 
mit deiP Bedingung , dass jede^ fttthere Koefficieat grosser als der 
fiiigende, dev erste klüner als eiius, der letate grössei: als null ist, 
alse mit der BedüignB»g 

i>p>q>r>....>o. 

£a umftflst alaOi das£ckgefedlde nur einen Theil ddr Elsmente, welche 
^enes dem Produikte a,ß,y.6... entsprechende Ausdehnungs- 
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•gebüd^ entbleit, nSmlich 4iejeiiige«i , in deinen die zuietet hhlzuge- 
-fUgte Bedingung erfüllt ist. Ntm wollen wir jeneis Edk^)Hld!e vor- 

Ittufig mit [it, b, c ] bezeichnen, indem wir [ee/f\ ini% a, [ßy] 

mit b , |y#| mit e beaeielinen u. s. w.y mid Tierdteliai ftbo darunter 
ilie Gretomfitotheit der Elemente er, Wefebe der OleielMig 

[a(r] sapa -f- qb -|- rc -+^ • • • 
mit deir Bedingung 

i>p>q>'-> >o 

genügen. Als Gränzelemente erseheinen diejenigen, bei deren 
Darstellung in jener Form theilweise Gleiebbeit jener Grössen 
(1 , p , q , r , . . . . 0) eintritt. Nun leuchtet e^ , wie jede andere 
tiAge von a , b , c, . . . auch ein anderes Eekgebilde hervorruft, wel- 
ches mit dem ersteren kein inneres Element gemeinschaftüeh )iat, 
tmd wie die Oesammtheit der Elemente , welche die zu allen m^- 
liehen Folgen von a, b, e, . . . gehörigen Eckgebilde enthalten , weim 
. man die Grißizelemente immer nur einmal setzt , das dem Produkte 
B . b . e . . . entsprechende Ausdehnungsgebilde selbst darstellt. In 
'der lliat jedes Element dieses Ausdehnungsgebildes wird , wenn di^ 
Koefficienten p , q , r , . . . verschieden sind , nur in Einem der Eck- 
liebÜde , aber auch gewiss in einem , vorkommen ; uüd wefnü diese 
Koefficienten theilweise gleich sind, so werden es Giünzeliement^ 
sein , die also nur einmal gesetzt werd^ sollten. Wir könniein da- 
her , da auch die Eckgebilde kein Element enthalten , welches nicht 
in jenem Ausdehnungsgebilde enthalten wäre, das letztere als- Summe 
flämmtlicher Eckgebilde, welche bei allen möglichen Folgen der 
Faktoren a, b, c . . . . eintreten, ansehen. 

Nun können Wir endlich zeigeti, dass alle dieöe Eckgebilde, 
als Theile ihres Systems, einander gleich sind. Die Gleichheit 
zweier l^heile eines Elementarsystems besteht im allgemeinsten 
Sinne darin, dass beide von dem in einfachem Sinne erzeugten 
Systeme von Elementen gleiche Gebiete umfkssen, nftmlich so, dass 
wechsebeitig jedem Elemente des einen Gebietes ein, aber auch nur 
Ein Elem^t des andern entspricht. 

Um dies bestimmter zu fassen, nehmen wir an , a, b, e . . . -seien 
entsprechende Aendentngen, d. h. solche, die aus den mitsprechen- 
den Gmndänderungen auf dieselbe Weise hervorgegangen seien, 
.tind durch sie werde das System von a aus erzeugt , und zwar so, 
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dA86 je zwei Elemente , welche in einer der Bichtungen a , b , c . • . 
an einander grttnzen , dorch die dieser Richtung zugehörige Gmnd- 
änderung aus einander erzeugt seien. Dann ist klar, wie jedem 
Elemente des Eckgebildes (a , b, o,) ein, aber auch nur Ein Ele- 
ment eines Eckgebildes , in welcher die Strecken a , b , c ... in 
anderer Ordnung vorkommen, entspricht. Denn wenn o* ein Ele- 
ment des ersten ist und [ac] als Vielfachensumme von a , b , c . . . 
dargestellt ist, so hat man sogleich das entsprechende Element des 
andern, wenn man in jener Vielfachensumme, ohne die Ordnung 
der Koef&cienten zu ändern , a , b , c . . . auf die Ordnung des zwei- 
ten Eckgebildes bringt. Folglich sind in der That, wenigstens in 
Bezug auf die angenommene Erzeugungsweise des Systems, alle 
jene Eckgebilde als Elementargrössen einander gleich. Aber schon 
aus der Art , wie wir in § 20 die Systeme von den Gmndänder9n- 
gen unabhängig gemacht tiiaben, geht hervor, dass dasselbe auch 
gelten wird in Bezug auf jede andere einfache Erzeugungsweise des 
Systems; also sind jene Eckgebilde an sich gleich. Da sie nun 
insgesammt dem Produkte gleich waren , so werden wir sagen kön- 
nen, jedes derselben sei gleich dem Produkte dividirt durch eine 
Zahl, welche die Anzahl der verschiedenen Folgen ausdrtlckt, welche 
die n Faktoren a , b , c . . . . annehmen können ; diese Zahl nennen 
wir die Gefolgszahl aus n Elementen, und bezeichnen sie, wenn 
die Anzahl der Faktoren n ist , mit n ! , setzen also das Eckgebilde 
seiner Ausdehnung nach gleich 

wir nennen diesen Werth die Ausdehnung des Produktes a . /?.y . . . . , 
d. h. die Ausdehnung der Elementargrösse. Es ist also 

„die Ausdehnung einer starren Elementargrösse gleich ihrer 
Ausweichung, dividirt durch die zu der Stufenzahl dieser Aus- 
weichung gehörige Gefolgszahl. ^ 

Namentlich ist , indem wir voraussetzen , dass zwei Elemente 
zwei Folgen zulassen , drei Elemente aber deren 6, die Ausdehnung 



*) D«88 nl'B 1.2.8. ..n sei, lehrt die Kombinationslehre; würden wir 

a.D. c. . ■• 
dies voranssetzeD, so würden wir den Werth des Eckgebildes erhalten:^ — ^—^ 
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einer starren Elementai^össe dritter Stufe die Hälfte ihrer Aus- 
weichung , und die Ausdehnung einer starren ElementargrGsse vier- 
ter Stufe der sechste Theil ihrer Ausweichung^); und nehmen wir 
an y dass Ein Element nur Eine Anordnung zulasse , nibnlich die, 
dass es eben gesetzt wird, und wenn kein Element da ist, auch 
Eine Anordnung möglich ist, nämlich die, dass eben kein Element 
gesetzt wird , so folgt , dass für Elementargrössen erster und zwei- 
ter Stufe Ausdehnung und Ausweichung einander gleich sind. 

§ 112. Für die Elementargrössen erster Stufe ist die Aus- 
weichung oder Ausdehnung eine Zahlengrösse , nämlich dieselbe, 
die wir oben als ihr Gewicht bezeichneten. Es entsteht daher die 
Aufgabe für Elementargrössen höherer Stufen die entsprechenden 
Sätze abzuleiten , die wir für Elementargrössen erster Stufe in Be- 
zug auf ihr Gewicht aufstellten. Zunächst ergiebt sich, „dass, 
wenn die Glieder einer Gleichung dasselbe Element a als gemein- 
schaftlichen Faktor enthalten, während der andere Faktor eines 
jeden Gliedes eine Ausdehnung ist , man jenes Element a aus allen 
Gliedern weglassen könne , ohne die Richtigkeit der Gleichung auf- 
zuheben. Die Richtigkeit dieses Satzes erhellt , wenn man in d^ 
vorausgesetzten Gleichung Ein Glied auf die linke Seite allein schafft, 
und die übrigen in Ein Glied mit dem Faktor a zusammenfasst, 
und also die Gleichung in der Form darstellt 

.aA=Ha(B4-C +...); 
da nämlich nun die linke Seite eine starre Elementargrösse darstellt, 
die rechte also gleichfalls, so müssen die Ausweichungen auf bei- 
den Seiten gleich, also 

A = B-fC+.... 
sein. Stellt man dann die Glieder dieser Gleichung wieder in der 
ursprünglichen Ordnung her, so hat man die Gleichung, deren 
Richtigkeit zu erweisen war. Wir können die Summe der Aus- 
weichungen mehrerer Glieder , welche alle dasselbe Element Q als 
Faktor haben , auch dann , wenn diese Summe eine formelle Aus- 
dehnungsgrösse darstellt, die Ausweichung ihrer Summe nennen. 



*) Diese Resultate entsprechen den Sätzen der Geometrie, dass das 
Dreieck die Hälfte ist des Parallelogramms von gleicher Gründseite nnd Höhe, 
nnd die dreiseitige Pyramide der 6-te Theil des Spathes, dessen Kanten drei 
zosammenstossenden Kanten der Pyramide gleich sind. 



160 MidtipliteHoli dw Elemtirtiagröiteii. ^ HQ 

tuiA ämm den so eb«ii enriesenen 8ats auch so atusdrttoken : y^Ih 
-«incr €i(laioiiitii^, deren Quader dasselbe Element f als |*ekaeiA- 
«shafttinhen Faktor haben, kann man statt aller OHeder gleidiaei- 
tjg ihre Atuwei^angen seteen , ofatte die Richtigkeit «kr GHleichutig 
änfkoheben.^ Vermitlelst dfeses Satzes ergiebt eich nnn, daes, 
irenn man die CQieder irgend einer Oleichnttg alle mit demselfMui 
ßlemente q innltiplieirt, n&d statt jedes so gewennenen Glkdes 
seine Answeieknng setat, die Oleichnng eine richtige bleibt. Wir 
▼erstehen nun dem vorigen Kapit^ gemXes «ater der Abtreichung 
einer Grösse B von einer andern A die Anffweiehang im Produktes 
AB, «nd haben somit den Sata gewonnen, dass man in einer 
GleiehoBg statt aller Glieder gteüchaeitig ihre Abweichungen von 
demselben Elemente ^ setaen darf, oder ein&cher ansgedrttokt, 
dass gleiche ESementargrtfssen auch von demselben Elemente um 
Gleiches abweichen. Hierbei ist an bemerken , wie ans der Defi- 
nition sogleich hervorgeht , dass die Abweichung einer Ausdehnung 
von einem Elemente stets dieser selbst gleich , also von dem Ele- 
mente gXndich unabhängig ist. Btellen wir uns nun eine Glei- 
ehung TOT , deren Glieder theils Starre Elementaigrössea theils Aus- 
dekrangen smd, und in welcher jede der enteren als Prodc^t 
eittei9 Elementes in eine Ausdehnung , also in der Form a . A dar- 
gestellt ist: so verwandelt sieh durch Multiplikation aUer Glieckr 
mit Q jenes Glied in ^ . a . A oder in ^ . (^ — ?) * -^ > ^^^^ ^^^ ^ 
Jedem Faktor ehiee ttüsAeten Produktes 8tücke hinaufügen kann, 
welche den atidl»m Faktoren gleichartig sind , und da (a — ^) eine 
Strecke, also (a — ^) • A eine Ausdehnung ist, so kann man nun den 
gemeinschaftlichen Faktor q weglassen , und erhält auf diese Weise 
die Abweichungsgleichung, welche somit aus der gegebenen da- 
durch^ hervorgeht , dass man von den Elementen der starren Ele- 
mentargröss^ überall q subtrahirt , und die Glieder , welche Aus- 
del^u^igen darstellen , unverändert lässt. SubtMihirt man nun diese 
Gleichung von der gegebenen, so Ikllen die AusdehnungfifgUeder 
weg, das Glied aA verwandelt sich in aA — (a — 9). A, d. h. in 
^ . A ; d. h. statt der verschiedenen Elemente , welche mit den Aus- 
weichungen multiplicirt waren, tritt überall das Element f ein; 
dies kann man nun weglassen nach dem vorigen § , und erhält so- 
mit eine Gleichung , welche aus der gegebenen daditrdi he rvon g oh t. 
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äw» maQ d)€ AuadehnungsgUeder weglilsat, statt der übrigen aW 
ibr^ Ausweichimgea setst. Da nun die Ausweichung einer Summe 
vpn lEUem9njtiiiigriö39en ala die Summe ihrer AusweidiungeB definirt 
ist,, worin zugleich U^gt, dass die Au&weichuiäg einer Auidehnungs- 
gröa^e null iat^so können wir einfacher sagen: 

„Grleiche iSemeiitargrtJssen haben gleiche Ausweichungen^ oder 
„Eine Gleichung bleibt richtig, wenn man statt aller Glieder 
gleichzeitig ihre Ausweichungen setzt. ^ 
Aus diesem Satze gebt, wenn man die Ableitungsweiae, dmrch welche 
er sich ergab, umkehrt, der umgekehrte Satz hervor : 

„Zwei Elementargrössen, welche gleiche Ausweidiungen hieben, 
und von irgend einem Elemente ^ um gleiche Gelassen ab- 
weichen, aind eina;ader gleich (und w^hen auch yqn jedem 
andern Elemente um eine gleiche Grösse ab)." 
NämUch sind 

a^ Ai-4-ajAa + ^F und 

A Bi+A Ba + + Qi 

wo die griechischen Buchstaben Elemente, die lateinischen Aus* 

dehnungsgrössen vorstellen , die beiden Elementargrössen, von denen 

wir voraussetzen, dass ihre Ausweichungen gleich sind, d. h. 

A| -y- Aji — ^ . • . • a*= Bj -j- Bj "^ . . • . . 

ist, und dass ihre Abweichungen von irgend einem Elemente Q gleich 
sind, d. h. 

(«1 — ?)-Ai + (a2 — «)-Aa + + ? 

gleich ist 

(A-«).Bi + 0?j— ^).Ba + +Q, 

80 erhält man aus dieser letzten Gleichung, indem man die Klammem 
auflöst, und bemerkt, dass nun die Glieder, welche q enthalten, sich 
vermöge der ersten Gleichung aufheben, die zu erweisende Gleichung 

«i-Ai + ^i-Aa-f" +P 

gleich 

A-ßi + A-Ba+ +Q- 

Eine 9pecielle Folgerung dieses Satzes ist die, „dass eine Elementar- 

grosse, deren Ausweichung null ist, einer Ausdehnungsgrösse gleich 

ist, und von allen Elementen um gleich viel, ntedich um eben diese 

Ausdehnungsgrösse abweicht.'' Denn wenn die Abweichung jener 

Elmnentargrösse von irgend einem Elemente Q , welche Abweichung 

11 
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immer nach der Definition eine Ausdelmnngsgrösse darstellt , gleich 
P ist , so mnss sie selbst gleich P sein , weil sie mit P gleiche Ans- 
weichtmg nämlich null hat, und beide von demselben Elemente Q um 
eine gleiche Grösse abweichen, denn die Abweichung jeder Aus- 
dehnungsgrösse von einem beliebigen Elemente ist eben diese 
Ausdehnungsgrösse selbst ; also erfolgt jene Gleichheit nach dem so 
eben erwiesenen Satze , und daraus fiiesst dann der andere Theil des 
zu erweisenden Satzes unmittelbar. 

§ 113. Wir wenden den Satz des vorigen § noch auf die 
Addition einer starren Elementargrösse (« . A) und einer Ausdehnung 
(P) an. Ist A die Ausweichung der ersteren , so muss es auch , da 
die Ausweichung einer Ausdehnungsgrösse null ist, die der Summe 
sein ; soll daher die Summe wiederum eine starre Elementargrösse 
sein , so muss sie sich in der Form ß . A darstellen lassen , und es 
wird dann /?. A in der That der Summe gleich sein, wenn beide 
gleiche Abweichungen von irgend einem Elemente z. B. von a dar- 
bieten ; die Abweichung der Grösse aA von cc ist aber null, also hat 
man als die einzige Bedingungsgleichung 

P = (^_«).A, 
d.h. 

„die Summe einer starren Elementargrösse und einer Aus- 
dehnungsgrösse ist nur dann wieder eine starre Elementar- 
grösse, wenn die Ausweichung der ersteren der letzteren unter- 
geordnet ist, und zwar ist die Summe dann diejenige Elementar- 
grösse , welche mit der ersteren gleiche Ausweichung hat , und 
von einem Elemente der ersteren um die letztere abweicht." 
§ 114. Nachdem wir nun die Erzeugung der Elementar- 
grössen höherer Stufen aus denen der ersten durch Multiplikation 
und Addition dargestellt , und ihren Begriff durch Vergleichung mit 
den Elementargrössen erster Stufe und mit den Ausdehnungsgrössen 
der Anschauung näher gerückt haben , gehen wir jetzt zu den An- 
wendungen auf die Geometrie und Mechanik über , in welchen jene 
Begriffe sich anschaulich abbilden. Was zuerst die Geometrie betrifft, 
so ist klar, wie die gerade Linie und die Ebene als Elementarsysteme 
Äweiter und dritter Stufe erscheinen. Der Raum selbst aber erscheint 
als*Blementarsystem vierter Stufe , und erst hierdurch ist der Raum 
in seiner wahren Bedeutung dargestellt. Die starre Elementargrösse 
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lies sich am einfachsten als Produkt eines Elementes in eine Ans- 
dehnungsgrösse darstellen, welche wir die Answeichung derselben 
nannten; nnd es erschien dieselbe als die an ihr £lementarsystem 
gebundene Ausweichung. Betrachten wir zuerst das Produkt (er . p) 
eines Punktes {a) in eine Strecke (p), so ist p die Ausweichung 
dieses Produktes , die gerade Linie , welche von a in der Richtung 
der Strecke p gezogen wird, das Elementarsystem desselben, und 
das Produkt erscheint also als eine Strecke, welche einen Theil einer 
konstanten geraden Linie ausmacht , und an diese Linie gebunden 
bleibt. Wir nennen dies Produkt , da es einen Theil einer geraden 
Linie bildet, Liniengrösse, und fahren fort, die Strecke, welche an ihr 
erscheint, ihre Ausweichung zu nennen. Eben so stellt sich das 
Produkt (a . P) eines Punktes (a) in einen Flächenraum von kon- 
stanter Richtung als ein Flächenraum dar, welcher in einer konstanten 
Ebene liegt , nämlich in der durch jenen Punkt in der Richtung des 
Flächenraums gelegten Ebene ; wir nennen jene Grösse, da sie einen 
Theil einer konstanten Ebene bildet, Ebenengrösse (vielleicht besser 
Plangrösse) , und jenen Flächenraum von konstanter Richtung ihre 
Ausweichung. Das Produkt endlich eines Punktes in einen Körper- 
raum hatfttr die Geometrie, da der Raum ein Elementarsystem vierter 
Stufe ist , also jeder Körperraum schon an sich an ihn gebunden ist, 
keine andere Bedeutung als dieser Körperraum selbst. 

§ 115. Hieraus entwickelt sich nun leicht der Begriff eines 
Produktes von mehreren Punkten. Betrachtet man zuerst das Pro- 
dukt zweier Punkte a . ß oder aß , so ist das System , an welches es 
gebunden ist, die durch beide Punkte gezogene gerade Linie, und da 

a.ß^a.{ß—a) 
ist, so ist die Ausweichung dieses Produktes die Abweichung des 
zweiten Punktes von dem ersten , d. h. das Produkt zweier Punkte 
ist eine Liniengrösse , deren Linie durch jene beiden Punkte geht, 
und deren Ausweichung die von dem ersten an den zweiten geführte 
Strecke ist. — Das Produkt dreier Punkte ccß.y erscheint als 
Plangrösse, deren Ebene durch jene 3 Punkte geht ; und da 

a./^.y«-a.(/?— a).(y — a) — a.[a/9].[ay] 
ist, so ist die Ausweichung derselben der Flächenraum eines Parallelo- 
gramms , was die Abweichungen der beiden letzten Punkte von dem 

ersten zu Seiten hat. Auch können wir, da 

11* 
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[««.[«y]-[«Al.[/?y] 

fwiimn ; «kK^ Ut die Aimrtichwg dai Produkt der stetig •«£ eiaaiider 
folgenden Stoepkea, welejbe die Punkte in der Reihenfolge, in welcher 
fie lA dett Produkte auftreten, verbinden. Das Produkt ron Tier 
Punkten a^ß.y.i erscheint als ein Körperraum, und zwar ist die 
Aufweichung deaselben, da 

u,fl.Y.i'^a.{ß^a).(y — a).{d—a)wsta.[aß\.[aY].ad] 

ist, gleieh dem Körperraum eines Spa4hes^ welches die Abweichungen 
der 3 letzten Punkte ron dem ersten (in der gehörigen Beihenfolge 
genemmen) au Seit^i faiit; oder da 

[ar]^[aß] + m 

ist, so ist auch, wenn man die den übrigen Faktoren gleichartige 
Stficke wegläset, 

[aß].[ctr].[ai\^[aß\.\ßi\.yS\,^.\i. 
die Ausweichung des Produktes von vier Punkten istgleididemProdukte 
dar stetig aufeinander folgenden Strecken, welche jene Punkte in der 
Beihenfolge, in welcher sie in j^iem Produkte vorkonmien, verbinden. 
Hierbei braucht man nicht fainauzufttgen, dass diese Grösse als an den 
Baum gebunden zu betrachten ist, weil alle räumlichen Grrössen an ihn 
gebunden sind. Das Produkt von mdir als vier Punkten wird, da der 
Baumnnr em Elementarsystem vierter Stufe ist, stets null sein müssen. 
Sind die zu multiplicirenden Punkte noch mit Gewichten behaftet, so 
hat man nur das Produkt der einfachen Punkte noch mit dem Pro* 
dnkte der Gewichte zu multipliciren , wodurch sieh nur die Aus- 
weichung ändert. Viel eii^dber gestaltet sich alles , wenn wir die 
Ausdehnung betracht^a. Nach der Definition der inneren oder 
nwiachen liegenden Elemente , deren Gesänuntheit die Ausdehnui^ 
daorslellty ist die Ausdehnung des Produktes ct.ß.y gleich dem 
EläGhenraum des Dreiecks, welches a, ßy y zu Edien hat, und die 
•des Produktes cc.ß.y.i gleich dem Kövperraum der. Pyramide, 
welche a, ß,yyimL Ecken hat; und zugleich Hegt in dem Satze, 
dass die Ausdehnung einer reinen. Elementargrösse gleich ihrer Aus- 
weiohung dcvidivt durch die zu der Stufenzahl dieser Ausweichung 
gehörige Gef nlgszahl ist , dass das Dreieek die Hälfte des Parallelo- 
gramms , und die dreiseitige Pyramide der 6le Theil des Spathes i^ 



§ 114 Produkt von Pankten. I6( 

(tessen Kanten mit dreien der Pyramide parallel sind. -^ Hierdunsk 
iH also der BegrUt eines Produktes ron mehreren Elementargrössen 
erster Stufe fttr den Raum bestimmt ; nnd wir sind dabei nur zn tw«i 
neuen Grössen, nämlich der Liniengr^se nnd der Plangrösse gelangt. 
Aneh erhellt, wie das Produkt einer Liniengrösse in einen Punkt 
(oder eine Dlementargrösse erster Stufe) allemal eine Plangrösse, Aas 
Produkt sweier Liniengrössen und ^das eines Punktes in eine Plan* 
grosse allemal einen Körperraum liefert, dass diese Produkte aber 
null werden , wenn die Stufenzahlen der Faktoren zusammengenonH 
men grösser sind, als die des Elementarsystemes, in welchem sie lie^fl ; 
also 2. B. das Produkt zweier Liniengrössen null wird , wenn sie tn 
derselben Ebene liegen. Also auch hierdurch gelangen wir zu keinen 
andern Grössen , als zu den beiden oben genannten* Hingegen ge- 
langen wir durch die Addition der Liniengrössen zu einer eigenthtttti^ 
liehen Summengrösse, welche besonders für die Statik von entschiedener 
Wichtigkeit ist. Wir zeigten oben (Kapitel III. des ersten Abschnittes), 
dass die Summe zweier Produkte n-ter Stufe nur dann wieder als ein 
Produkt n-ter Stufe erscheint, wenn jene beiden Produkte demselben 
Systeme (n*^-l)ter Stufe angehören, hingegen eine formelle Summe, 
die wir Summengrösse nannten , liefert, wenn sie nur durch ein noch 
höheres System umfasst werden konnten. Der letztere Fall kann 
für den Baum , welcher als Elementarsystem yierter Stufe erseheint, 
nur eintreten, wenn Elementargrössen zweiter Stufe, d. h. Liniengrössen 
addirt werden sollen, und diese nicht in Einer Ebene liegen. Die nähere 
Erörterung dieses Falles behalte ich der Anwendung auf die Statik vor, 
in welcher diese Summengrösse eine selbstständige Bedeutung gewinnt^ 
§ 116. Unter den zahlreichen Anwendungen, welche die 
Methode unserer Analyse auf die Geometrie verstattet, hebe ich hier 
nur diejenigen hervor, welche mir am geeignetsten ersch^M, um 
das Wesen jener Methode in ein helleres Licht zu setzen. Utti die 
Beziehung zu der sonst ttblicheh Koordinatenbestimmung hervor* 
treten zu lassen, will ich zuerst den Begriff der Bichtsysteme auf die 
Auffassung des Baumes als eines Elementarsystemes übertragen. 
War hatten im fünften Kapitel des erfirten Abschnittes den Begriff 
eines Bichtsystemes ftlr Ausdehnungsgrössen aufgestellt, und demnKcbflt 
für Elementargrössen festgesetzt, dass alle Definitionen , ti^chift wir 
fUr Ausdehnungsgrössen aufgestellt hatten, auch auf jene Übertragen 
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werden sollen. Während dort als Gkundmasse Ansdehnungsgrössen 
erster Stufe auftraten, so werden hier Elementargrössen erster Stufe 
als Orundmasse auftreten , und dadurch ist dann die Bedeutung aller 
dort in § 87 und 88 aufgestellten Begriffe auch fOr Elementargrössen 
bestimmt , namentlich sind die Definitionen von Biehtmassen , Eicht- 
gebieten, Richtstttcken , Zeigern hier genau dieselben wie dort; nur 
dieBiohtgebiete erster Stufe, welche wir dort Bichtaxen nannten, wer- 
den wir hier Bichtelemente nennen mtlssen. Dabei will ich dann nur 
noch bemerken, dass, da auch die Strecken als Elementargrössen erster 
Stufe aufgefasst werden können, unter den Grundma^sen beliebig viele 
als Strecken auftreten können, und nur wenn alle Grundmasse Strecken 
werden, erhalten wir das Bichtsystem für Ausdehnungsgrössen. Das- 
jenige Bichtsystem, was diesem am nächsten steht, und dennoch zur 
Darstellung und Bestinminng der Elementargrössen hinreicht, ist das- 
jenige, in welchem Eid Grundmass ein Element ist, alle ttbrigen aber 
Strecken darstellen, ein Bichtsystem, was seiner Einfachheit wegen 
besondere Auszeichnung verdient. 

§ 117. Wenden wir dies nun auf die Geometrie an, so er- 
scheinen für den Baum als ein Elementarsystem vierter Stufe vier 
von einander unabhängige Elementargrössen erster Stufe als Grund- 
masse, welche zur Bestimmung hinreichen. Die Bedingung, dass sie 
von einander unabhängig sein sollen, sagt nur aus, dass sie nidit in 
Einer Ebene liegen dürfen, und wenigstens eins von ihnen eine starre 
Elementargrösse sein muss (während von den übrigen beliebige auch 
Strecken sein dürfen). Nehmen wir vier starre Elementargrössen 
(d. h. vielfache Elemente) als Grundmasse an , so haben wir die von 
Möbius in seinem barycentrischen Kalkül zu Grunde gelegte Art der 
Koordinatenbestimmung, welche mit der von Plücker in seinem 
System der analytischen Geometrie dargestellten ihrem Wesen nach 
zusammenfiLllt. Als Bichtgebiete zweiter Stufe erscheinen hier 6 
gerade Linien , welche je zwei der Bichtelemente verbinden, und als 
Kanten einer Pyramide erscheinen, welche jene Bichtelemente zu 
Ecken hat, als Bichtgebiete dritter Stufe vier Ebenen, welche durch je 3 
der Bichtelemente gelegt sind und als Seitenflächen jener Pyramide 
erscheinen ; und die Bichtmasse zweiter und dritter Stufe stellen Theile 
jener Linien und Ebenen dar ; das Bichtmass vierter Stufe , welches 
hier das Hauptmass ist, stellt einen Körperraum dar. Jede Elementar- 
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grosse erster Stufe , mag sie nun eine starre Elementargrösse oder 
eine Strecke sein, kann im fiaume als Vielfachensumme der vier 
Grundmasse dargestellt werden, jede Elementargrösse zweiter Stufe, 
mag sie nun eine Liniengrösse oder ein Flächenraum von konstanter 
Richtung, oder eine Summengrösse sein, kann als Summe von 6 
Liniengrössen dargestellt werden, welche den oben erwähnten 6 
Linien angehören, kurz jede Grösse kann als Vielfachensumme der 
Bichtmasse gleicher Stufe, oder als Summe von Stücken, welche den 
Richtgebieten gleicher Stufe angehören , dargestellt werden. Diese 
Richtsysteme, deren Grundmasse starre Elementargrössen, d. h. viel- 
fache Punkte sind, nennen wir mit Möbius barycentrische. Die 
einfachste Art der barycentrischen Richtsysteme ist die ; bei welcher 
die Grundmasse blosse Punkte darstellen. Aber die barycentrischen 
Richtsysteme selbst erscheinen nur als eine besondere obwohl am 
weitesten reichende Art der allgemeinen Richtsysteme , welche aus 
vier beliebigen Elementargrössen erster Stufe bestehen. Denn wir 
zeigten , dass sich beliebig viele derselben bis auf eine in Strecken 
verwandeln können, und erhalten so ausser dem genannten noch 
solche Richtsysteme, in welchen die Richtgebiete erster Stufe, theils 
Richtelemente, theils Richtaxen (konstante Richtungen) sind. 

Unter diesen heben wir besonders diejenige Art der Richt- 
systeme hervor , welche ein Element und drei Strecken zu Grund« 
massen haben. Als Richtmasse zweiter Stufe treten hier auf eines- 
theilsdreiLiniengrössen, deren Linien durch das Richtelement gehen, 
und deren Ausweichungen die 3 andern Grundmasse sind ; andern- 
theils drei Flächenräume von konstanter Richtung, welche durch die 
drei zwischen jenen 3 Strecken möglichen Spathecke (Parallelo- 
gramme) dargestellt werden; als Richtmasse dritter Stufe erscheinen 
einestheüs Plangrössen, deren Ebenen durch das Richtelement gehen 
und deren Ausweichungen die Flächenräume jener 3 Spathecke sind, 
andemtheils ein als Ausdehnungsgrösse aufgefasster Körperraum, 
welcher durch das aus jenen Strecken konstruirbare Späth dargestellt 
ist. AlsHauptmass endlich erscheint derselbe Körperraum aufgefasst 
als Elementargipsse vierter Stufe. Die Systeme, welchen diese 
Richtmasse angehören, bilden dann die zugehörigen Richtgebiete. 

Die Richtstücke eines Punktes in Bezug auf ein solches Richt- 
system sind nun einestheils das Richtelement, andemtheils drei 
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Sfareoken, wele^ den 3 Riehtäxisii parallel »nd , tmd als Smnme von 
deichen vier Riehtstttcken wird jeder Punkt im Räume dargestellt 
werden können; die Abweichung eines Punktes im Räume rem 
Richteleraente wird daher nach diesem Richtsysteme durch Rieht- 
stücke ven konstanter Richtung (durch Parallelkoordinaten) bestimmt, 
also g»ne atif dieselbe Weise wie ehte Ausdehnung überhaupt dnreh 
Riehtsysteme , welche zur Bestimmung von Ausdehnungen dienen^ 
bestimmt wird. 

§118. Indem wir nun alle diese Richtsysteme als besondere Arten 
eines allgemeinen Richtsystems, dessen vier Grundmasse Elementar- 
grossen sind) dttrstellen : so haben wir damit einestheils die allgemeinste 
Koordinatenbestimmnng gefunden , bei welcher die Ebene noch als 
Pnnktgebiide erster Ordnung erscheint, andererseits sind wir dadurch 
hl den Stand gesetzt , das Verfahren , durch welches wir von einer 
Koordinatenbestimmung zu einer andern derselben Art übergehen 
konnten, und welches wir in § 92 für Parallelkoordinaten darstellten^ 
nicht nur buf jede Art der Richtsysteme anzuwenden , sondern auch 
es da eintreten zu lassen, wo aus einer Art der Koordinatenbestimmung 
zur andern übergegangen werden soll, sobald beide nur jener von 
uns dargestellten allgemeineren Gattung angehören. Namentlich 
k9nn^i wir danach unmittelbar die barycentrischen Gleichungen in 
Gleichungen zwisehen Parallelkoordinaten umwandeln und umgekehrt, 
ohne dass wir noch irgend einer besonderen Vorschrift bedürften. — 
Indem wir nun femer den Begriff der Richtstttcke (Koordinaten) in 
einem allgemeineren Sinne auffiissten , sofern wir auch Richtstücke 
höherer Ordnung annahmen , so reicht dieselbe allgemeine Art der 
Riehtsysteme auch aus, um ElementargHtesen höherer Stufen, nament- 
lich um Liniengrössen und Ebenengrössen zu bestimmen. Ehe wir 
die Bedeutung dieser Bestimmungen durchgehen, haben wir auf einen 
Unterschied zwischen der von uns angegebenen Bestimmungsweise 
und der sonst üblichen aufmerksam zu machen und zu zeigen , wie 
dieser Unterschied ausgeglichen werden könne. Nämlich wir sind 
Überall zu der Bestimmung von Elementargrössen, d. h. von Punkten 
mit zugehörigen Gewichten , von Liniengrössen und Ebenengrössen 
gelangt. Bei der Bestimmung durch Koordinaten kommt es aber 
nmr auf die Besttemui^ der Punkte , Linien und Ebenen ihrer Lage 
nach tm , tmd dadurch erhalten wir bei unserer Betrachtungsweisö 
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Stets eSli Eichtstflek oder einen Zeiger mdii*, als eä bei jetteir Bch 
stiisttinilig der Lage erforder Kdi ist. Dieser Utiteirselüed Msst sielk 
aof der Stelle ausgleielien, indem man bedenkt, dass wenn alle Riebt- 
stücke oder Zeiger einer Grösse mit derselben Zablengröflise ni%dtipli> 
cirt oder dividirt werden, dadnreb die Lage (das Elementarsystem) 
derselben niebt geändert wird. Man erbält also sogleich die Anzabl 
der Zeiger um eins vermindert, wenn man die Kicbtstücke (oder die 
Zeiger) mit einem der Zeiger jedesmal diridirt , und dadurch eineh 
der Zeiger jedesmal auf eins bringt. Die so gewonnenen Zeiger 
gentige!^ dann jedesmal zur Bestimmung der Lage. Indem wir nun 
attf solche Weise z. B. die Lage einer Ebene durch ihre Zeiger be- 
stimmen, und zwischen den als veränderlich g^iommenen Zeigern 
eine Gleiehung m-ten Grades aufstellen ; so wiid dadurch eine 
unendliche Menge von Ebenen bedingt, deren Zeiger jener Gleichung 
genügen ; und von allen diesen Ebenen wird eine Oberfläche umhüllt 
werden, von welcher ich späterhin zeigen werde, dass sie dieselbe sei> 
welche man als Oberfläche m-ter Klasse bezeichnet hat. Eben so 
führt die Bestimmung der geraden Linie durch iln*e Zeiger ^u eigen* 
thümlichen bisher nicht beachteten Gebilden , welche ich zuerst ge- 
legenüieh in einer Abhandlung im C r e 1 1 e ' sehen Journal der Be* 
trachtung unterworfen habe. *) **) Da die weitere Erörtertmg dieses 
Gegenstandes die Schranken dieses Weikes überschreiten würde, so 
will ich mich damit begnügen, hier noch die Gleiehung für die 
gerade Linie und die Ebene , wie sie sich durch unsere Wissenschaft 
ergiebt, aufeusteileh , und mit den sonst bekannten Gleichungen für 
dieselben in Beziehung zu setzen. 

§ 119. Die allgemeinste Aufgabe , die man sich hier stellen 
kann, ist die, die Gleichung einer Ebene, welche dttroh drei beliebige 
g^Vene Punkte geht, eder die Gleichung öiner Linie, welche dtk^eh 
«wei beliebige gegebene Punkte geht , aufzustellen. Es seien die ge^ 
gebenen Punkte im ersten Falle a, )^, y, im zweiten Falle », flj detr 
veränderliche Punkt, weteher ids Pnnkt jener Ebene oder dieser 



*) Grelle, Journal für die reine nxid angewandte Mathematik B.XXIY. 

**) Diese Gebilde sind besonders seit Plücker*0 letztem Werke „Neue 
Qeometrie des Raumes 1868*^ vielfach von den ausgezeichnetsten Mathe- 
uiatik^m hellirbMtet worden «nd bilden dcto Hati|>lgegenstand der betätigen 
Liniengeometrie. (1877.) 
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Linie durch eine Gleichung zwiaehen ihm und den gegebenen Punkten 
bestimmt werden soll , sei tf , so hat man sogleich aus dem Begriffe 
eines Elementarsjstems zweiter und dritter Stufe für den ersten Fall 
die Gleichung 

ftir den zweiten 

und durch diese Formeln , welche den grössten Grad der Einfach- 
heit besitzen , ist die Aufgabe im allgemeinsten Sinne gelöst. Will 
man dann aus Vorliebe ftLr die gewöhnliche Koordinatenbehandlung 
oder aus einem andern Grunde die entsprechenden Koordinaten- 
gleichungen aufstellen y so kann man , wenn man nur die Milhe des 
Niederschreibens dieser langgestreckten Formeln nicht scheut , die- 
selben unmittelbar aus jener einfachen Gleichung ableiten. Will 
man z. B. die Gleichung in Parallelkoordinaten darstellen , so hat 
man sich nur des am Schlüsse des § 117 erwähnten Kichtsystems 
zu bedienen. Bei diesem Bichtsysteme wird jeder Punkt als Summe 
des Bichtelements Q und einer Strecke dargestellt. Es sei 

so hat man durch Substitution dieser Ausdrücke in die Gleichung 
der Ebene 

(? +pi) • (?+Pa) • (^ +P8) • (e+p) = ö, 

'oder, indem man die Klammem auflöst , und die Produkte, welche 
null werden^), weglässt, 

?»P2-P»P +Pi-^-P8-P + Pi-P2-?-P + Pi-Pa-P8-? = 0, 
oder, indem man mit gehöriger Beobachtung des Vorzeichens Q tiber- 
all auf die erste Stelle bringt, und es dann nach § 112 weglässt, 

(Ps-P»- + p8-Pi + -Pi-P9)-P = Pi-Pa-P8- 
Um nun diese Gleichung in die Koordinaten-Gleichung zu verwan- 
deln, hat man nach § 89 nur statt jeder Strecke die Summe ihrer 
Bichtstücke zu setzen, es sei 

P — x+y+z 

Pi=xi+yi+^i 

u. s. w., 
wo X, y, z etc. die Bichtstücke darstellen, so hat man nun 

*) Das sind nämlich alle die, welebe q Öfter als einmal als Faktor ent- 
halten und das Produkt PiPsPsP* 
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(3ea + 7si + za) • (3^8 +78 + zs) . (x + y + z) 
+ (^ + y8+»,).(xi + yi4-Z4).(x + y-f z) 

+(xi +yi -j-zi) . (xa-j-y« +z«) • (x+y +z) «- 

(xi + yi+^)-(3^a + 7a+^)-(^8 + ys+a3)» 
Nun hat man nur die Klanunem aufzulösen, indem man beachtet, 

dass die 'mit gleichen Buchstaben bezeichneten Richtstücke parallel 
sind, und somit aus jedem Gliede nur sechs geltende Produkte zu je 
drei Faktoren hervorgehen, und hat dann die Faktoren der so ent- 
stehenden 24 Produkte mit Beobachtung der Zeichen so zu ordnen, 
dass die Buchstaben in jedem Produkte auf dieselbe Weise auf ein- 
ander folgen, und erhält dann eine Gleichung, in welcher man statt 
der Richtstücke die Zeiger setzen und sie dadurch zu einer arithme- 
tischen Gleichung machen kann, in welcher wiederum die Ordnung 
der Faktoren gleichgültig ist. Die Gleichung, welche man auf diese 
Weise gewinnt, ist, wenn man unter x, y, z etc. jetzt die Zeiger ver- 
steht; folgende: 

(y2Z8 — yazj-f-y, zi — yi zj +yi ^2— ya Zi)^ 
-|- (zj xg — Z3 X2 -f~ Z3 xi — zi X3 -[- zi xj — za ^) y 
+ (^a y3 — xs ya+xs yi — xi y, +xi y^ — x, yO z 
«xi yjZi — Xi y, Zj-f-^s yi ^% — ^Bj%^i + ^%Ji'^\ — x^y^ Z3. 
Diese Gleichung, welche sich durch die gewöhnliche Analyse 
nicht auf eine einfachere Form .reduciren iHsst , sagt , so weitläuftig 
sie auch erscheint, dennoch nichts weiter aus, als jene ursprüngliche 
Gleichung 

und enthält die kürzeste Lösung des obigen Problems, welche auf 
dem Wege der Koordinaten möglich ist. Man sieht hier in einem 
recht schlagenden Beispiel den Yortheil unserer Methode , und die 
Formelverwickelungen, in die man hineingeräth , sobald man diese 
Methode aufgiebt. 

§ 120. Indem ich die Darstellung der geometrischen Abschat- 
tung und Projektion, wie auch der verschiedenen Verwandtschafts- 
systeme einem späteren Kapitel*), in welchem diese Begriffe in einem 
noch grösseren Umfange ans Licht treten werden, vorbehalte, so 
schreite ich nun zu den Anwendungen auf die Statik. Der Begriff 



*) Kap. lY dieses Abschnittes. 
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des Momentes tritt zuerst liier in sQhier gktaetk Einfedibeit anf , wie 
auch der Begriff der Ejraft erst hiei* eine Darstellung findet, indem 
wir die Kraft alsLiniengrösse, ako &kEieineiitaa*grl5sse zweiter Stufe 
auffassen. Unter denn Moment einer Kraft ö^ß in Bessug auf einem 
Pufikt ^ verstanden wir oben dfts Produkt 

[?«I • [«fl oder (a — ^) . (/?— a) ; 

multii^ieiren wir diesen Werth noch mit dem Elemente f, soeificheiiit 
das Moment als Ausweichui^ der so entstellendem Elementergrdase 
f . (a — q), (ß — a) ; diese ist aber aaeli dem bekiümtdn Gesetz der 
äusseren Multiplikation gleich 

somit können wir das Moment in Bezug auf einen Punkt definiren 
als Ausweichung eines Produkts, dessen erster Faktor der Beziehungs- 
punkt und dessen zweiter Faktor die Straft ist, oder als Abweichung 
der Kraft von dem Beziehungspunkte. Da nun jede Gleichung 
zwischen den Elementargr5ssen auch zwischen ihren Ausweichungen 
besteht, so wird auch jede Gleichung, welche zwischen jenen Produk- 
ten stattfindet, zwischen ihren Momenten gleichfalls stattfinden, obwohl 
nicht umgekehrt. 

Man könnte daher selbst zweifelhaft sein , ob man nicht lieber 
jenes Produkt des Beziehungspunktes in die Kraft als Moment 
definiren , und was wir bisher als Moment fixirten , nur als Auswei- 
chung jener Grösse darstellen soll. — Doch behalten wir den fest- 
gestellten Begriff bei. Unter dem Moment einer Kraft aß in Bezug 
auf eine Axe QC verstanden wir oben (§ 41) das Produkt 

[qa] . [aa] . [aß] oder (o* — f) . (a — c).(ß— a)» 

Multipliciren wir dasselbe mit (f, so erhalten wir das Produkt 

f.ff.a.ßy 

d^B^ Ausweichung eben jenes Moment ist. Also ersehfeint das 
Metttent einet Kraft in Bezug auf eine Axe als Ausweichung ddies 
P^roduktes , desisen erster Faktor die Axe und dessen zweiter Fitktor 
die EJc^ istj oder, einfacher Ausgedrückt, als Abweichung der Kraft 
V)dA der Axe. Da übrigens eine Gleichung z#is(^hen fiietoieixtlür- 
grossen vierter Stufe im Räume als einem Elementarsystem vierter 
Stufe keine andere Bedeutung hat, als die Gleiehung zwischen ihren 
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A^wwi^icbwlge^ , so haxm man Am M^Koent ui Bemg amf eine Axa 
aach dixekt ala Produkt diesev Axe in dia Kraft aqffaaaen. *) 

§ 121. Bb bietet sich aof diesem Punkte der Sntwiekeluiifi; 
eine Methode dar, durch welche wir alle G-eaetae fUr da« Crleiek^;!e- 
wicht laster Körper ohne Yprauflsetaung aller äüher hewiedenea 
Sätae der Statik auf die einfachste Weise ableiten kflkinen. Wir 
bedürfen dazu nur eioestheik dee Qrundaataes , „dasRs 5 Kräfte 
welche auf einen Punkt wirken , dann und nur dann im Gleichge- 
wicht sind, wenn ihre Summe nuU ist,'' oder, indem wir zwei 
ErSfte oder Kraftsjsteme einander gleiehwirkend nennen , wenn sie 
durch dieselben Kräfte aufgehoben werden kOnnen, „dass zwei 
Eräfke , die auf einen Punkt wirken , der auf denselben Punkt wir- 
kenden Summe beider Kräfte gleichwirkend sind,'' andemtheils, 
„dasa zwei Kräfte, welche auf einen festen Körper wirken, dan 
und nur dann im Gleichgewichte sind, wenn sie in derselben geraden 
Linie; wirken und einander entgegengesetzt gleich sind.'' Hier* 
aus folgt sogleich , wenn wir den so eben aufgestellten Begriff dea 
Gleichwirkens festhalten, „dass zwei Kraft», welche auf einen Ibsten 
Körper wirken, dann und nur dann einander gleichwirkend sind^ 
wenn sie in derselben Linie wirken und einander gleich sind" oder 
einfacher ausgedrflckt , „wenn sie als Liniengrössen einander gleich 
sind." Betrachten wir daher die Kräfte, welche auf feste Köiper 
wirken , als Liniengrössen , so zeigt sich sogleich , wie zwei Kräfte, 
deren Wirkimgslinien sich schneiden, ihrer Summe gleichwirkend 
seien ; denn ist a dieser Durchschnittspunkt , so werden sich beide 
Kräfte als Liniengrössen darstellen lassen, deren erster Faktor a 
ist, sind dann a , p und ce . q , wo p und q Strecken bedeuten , diese 
Kräfte, so sind sie nach der ersten Voraussetzung gleichwirkend mit 
a.(p ^ q) oder mit a.p -[- ^«^j d, b. sie sind der Siiaune der 



*) Da der Name (stalisckes) Moiaeat jetet tberflfissig erscheint, indem 
er dwreh den Hamen, der Abweiehuig yolUaMmnen eisetat wivd, and sidi 
dieaex sogar noch leichter banc&aben läast , eo wäre es gewiss aweckmäsoigy. 
wenn man den Namen Moment nur in dem Sinne gebrauchte,, in welchem 
ihnz. B. LaGrangein seiner micanique analytique überall gebraucht, wo 
er Yon dem Moment ohne weitere Bestimmung redet, und wenn man das so- 
genannte statische Moment eben als Abweichung bezeichnete. Doch habe 
ich dies nicht ohne waiteres einlühreii wollen. 
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Krftfite gleichwirkend , anch wenn die Krtifte als Liniengrössen auf- 
gefasst werden. Sind die Kräfte parallel, 2. B. die eine gleich a .p, 
die andere gleich m^ . p , wo p wiederum eine Strecke bedeutet , so 
könn^i wir die beiden gleichwirkende Kraft nach demselben Prin- 
cip nicht unmittelbar finden ; nehmen wir daher zwei sich einander 
aufhebende Kräfte zu Hülfe, nämlich a.mfi und mß.a*), so sind 
jene beiden Kräfte gleichwirkend den vier Kräften 

a . p, a, mß, mß. a, mß .j^, 

von denen die beiden ersten , da sie auf denselben Punkt wirken, 
ihrer Summe gleichwirkend sein werden, und eben so die beiden 
letzten, und wir erhalten somit die beiden Kräfte 

« • (P + ^ß)y m/9 . (a + p) 
als den gegebenen Kräften gleichwirkend. Diese beiden Produkte 
können wir , indem wir zu dem zweiten Faktor den ersten hinzu- 
addiren, wodurch nach den Gesetzen der äusseren Multiplikation 
der Werth des Produktes nicht geändert wird, auf einen gemein- 
schaftliehen Faktor bringen; nämlich es werden dann jene Kräfte 
gleich 

a . (a -|- mß -|- p), m^ . (a -|- mß -|- p)* 

Wenn nun m nicht gleich — 1 ist , so stellt der zweite Faktor einen 
vielfachen Punkt dar (mit dem Gewichte 1 -|- m) , beide Kräfte wir- 
ken dann auf einen Punkt , und sind somit ihrer Summe ^eichwir- 
kend ; diese Summe ist 

(a -|- mß) . (a + mß -j- p)> 

d. h. sie ist gleich 

(a + m^.p. 

Und so sind also die beiden Kräfte a . p und mß . p , wenn nicht m 
gleich — 1 , d. h. wenn nicht die Summe ihrer Ausweichungen null 
ist, Einer Kraft (a -[- m/^ .p. d. h. ihrer Summe gleichwirkend. Da 
nun die Wirkungslinien zweier Kräfte , die in Einer Ebene liegen, 
sich entweder schneiden oder parallel laufen, so folgt überhaupt, 
dass zwei Kräfte, welche in Einer Ebene liegen, jedesmal, wenn 
ihre Ausweichungen nicht zur Summe null geben, Einer Kraft 



*) Beide heben einander auf, weil a . m/S «■ — mß . « ist. 
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gleichwirkend sind , welche die Summe jener Kräfte ist. Betrach- 
ten wir nun noch den Fall , den wir bisher ansschlossen , dass näm- 
lich die Ausweichungen beider Kräfte zusammen null , d. h. beide 
Kräfte als Strecken betrachtet, entgegengesetzt gleich sind, so leuch- 
tet ein , dass beide dann aber auch nur dann im Gleichgewicht sind, 
wenn sie in derselben Kichtungslinie liegen , d. h. die Summe der 
Kräfte selbst nidl ist. In diesem besonderen Falle können wir also 
auch noch sagen, dass beide Kräfte ihrer Summe gleichwirkend 
sind. Es bleibt daher nur der Fall noch zu untersuchen , wo beide 
Kräfte als Strecken zur Summe null geben , als Liniengrössen aber 
nicht. In diesem Falle nun ist nach der zweiten Voraussetzung nicht 
Gleichgewicht vorhanden ; aber wir können auch leicht zeigen , dass 
es dann keine geltende Kraft gebe, welche jenen beiden Kräften das 
Gleichgewicht halte. Denn aus den beiden Voraussetzungen , die 
wir zu Anfang dieses § aufstellten , geht hervor , dass die Auswei- 
chung der Gesammtkraft stets die Summe ist aus den Ausweichun- 
gen der einzelnen Kräfte. Also mttsste hier die Ausweichung der 
fraglichen Kraft null sein ; d. h. diese Kraft selbst mttsste null sein 
und die gegebenen Kräfte schon im Gleichgewichte stehen, was 
wider die Annahme ist. Somit haben wir in der That gezeigt, dass 
2 Kräfte, welche in parallelen, von einander getrennten Linien wirken, 
und als Strecken entgegengesetzt gleich sind, auf keine ihnen gleich- 
wirkende einzelne Kraft zurückgeführt werden können. Dieser Fall 
ist aber derselbe, in welchem die Kräfte keine Liniengrösse als 
Summe darbieten , sondern eine Ausdehnung zweiter Stufe , in der 
That ist crp — /?p gleich (a — i^) p , was eine Ausdehnung zweiter 
Stufe darstellt. Um die Bedeutung dieses Falles fttr die Statik 
näher in^s Auge zu fassen , bemerken wir, dass das Gesammtmoment 
zweier solcher Kräfte in Bezug auf alle Punkte im Baume , d. h. 
die Gesammtabweichung derselben von allen Punkten erae kon- 
stante Grösse ist. In der That, da die gesammte Abweichung 
gleich der Abweichung der Summe ist , die Summe aber hier eine 
Ausdehnung zweiter Stufe ist, und die Abweichung einer Ausdeh- 
nung immer dieser selbst gleich ist, so folgt, dass die Gesammt- 
abweichung jener beiden £j*äfte von jedem beliebigen Punkte , der 
Summe dieser beiden Kräfte selbst gleich ist , also konstant bleibt, 
sobald diese Sxunme es bleibt. Wir sagen daher, es seien beide 
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Ejräfte diesem Moment, welches durch ihre Siunme dargestellt wird, 
gleichwixkend^). Somit können vfir nun den SaUs aufsteUen: 

„Zwei oder mehrere Kräfte , welchie in Einer Ebeive wirken, 

sind ihjrer Summe gleichwirk^iid." 
Näjnlidi von zwei Kräften lässt sich dies sogleich auf beliebig viele 
übertragen. 

§ 12!J. Gl«hen wir zm BetraGhtni^ der Kräfte im Baume 
über, so haben wir daran ra erinnern, dass die Addition von Kräf- 
ten als ElementargröBsen zweiter Stufe nur dann eine reale Bedeu- 
tung hat, wenn dieselben in Einer Eben^e als einem Systeme dritter 
Stufe liegen, hingegen eine bloss formte Bedeutung gewinnt , wenn 
dies nicht der Fall ist. Vermöge dieser formellen Bedeutung wur- 
den zwei solche Summen einander gleich gesetzt, wenn sie durch 
Anwendung der realen Addition und der allgemeinen additiven Yer- 
knüpfungsgesetze sich auf denselben Ausdruck zurückführen lassen. 
Betrachten wir nun zwei solche Summen von Kräften im Eaume, 
welche sich auf diese Weise auf denselben Ausdruck zurückBihren 
lassen , und bedenken , dass bei der realen Addition , weil dabei die 
Kräfte in Einer Ebene lieg^i , die Summe der Kräfte jedesmal der 
Gesammtheit der einzelnen Kräfte, welche ihre Stücke bilden, gleich- 
wirkend sei: so folgt, dass bei jener Umwandlung der formellen 
Summe in eine ihr gleiche, jedesmal die Kräfte, welche diese 
Summe bilden, einander gleichwirkend bleiben, also „dass zwei 
Vereine von Kräften , welche gleiche Summe darbieten, allemal ein- 
ander gleichwirkend sind^ , also auch, „dass eine Beihe von Kräf- 
ten, deren Summe null ist, im Gleichgewicht ist". Nun können 
wir ferner jede Summe von Straften auf Eine Kraft, deren Angriff- 
punkt willkührlich ist, und Ein Moment , oder auch auf zwei Kräfte 
zurückftlhren; in der That setzen wir die Summe mehrerer Ejräfte 
gleich 

ap -|- M, 
wo a ein Element, p eine Strecke , op also eine Kraft , M aber eine 



*) Es ist dies also als eine Erweiterung des Begriffs des Gleichwirkens 
anzusehen , indem das Moment selbst als eine eigenthümliche Kraftgrösse 
anfgefasst ist, welche mit andern Kräften zusammenwirken kann ; dadurch 
ist die in der Statik so wichtige Theorie der Kräftepaare in ihrem wahren 
Gesichtsi^ankte aufgeissst. 
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Ansdehnung zweiter Stufe , also ein Moment darstellt: so werden 
nach den oben dar^stellten Sätzen beide Ansd^rücke dann nnd nui; 
dann gleich sein^ wenn sie gleiche Aasweichung und von irgend 
einem Elemente z. B. a gleiche Abweichung haben ; es moss also 
dann p gleich der Summe aller Ausweichungen , welche die einzel- 
nen Kräfte darbieten, und M gleich der Summe aller Abweichun- 
gen Yon dem Elemente a sein ; da aber beide Summen stets real 
sind , die erste als Summe von Strecken , die letzte als Summe von 
Ausdehnungsgrössen zweiter Stufe in einem Systeme dritter Stufe, so 
lässt sich jene Eeihe von Kräften allemal auf die angegebene Form 
bringen j und zwar ist a willkührlich, dann aber p und M bestimmt. 
Kann man nun jene Kraftsumme auf den Ausdruck ap -^ M brin- 
gen , so kann man sie auch auf die Summe zweier Kräfte bringen ; 
ist z. B. M gleich rs, so kann man von dem Gliede ap das Glied 
as subtrahiren und dasselbe Glied zu M addiren, ohne den Werth 
der Summe zu ändern, und erhält so 

a . p -f- M a« a (p — s) -j- (a -f" r) • "*» 
wo die rechte Seite zwei Kräfte darstellt. Da endlich zwei Ver* 
eine von Kräften , welche gleiche Summen haben , einander gleich- 
wirkend sind, wie wir oben zeigten, so hat man den Satz, „dass 
sich jede Eeihe von Kräften im Eaume auf zwei Kräfte oder auf 
eine Kraft und ein Moment zurückführen lassen, welche ihnen 
gleichwirkend sind und dieselbe Summe liefern, wie jene Kräfte.^ 
Hieran schliesst sich sogleich die Folgerung, „dass mehrere Kräfte 
auch nur dann im Gleichgewicht sind , wenn ihre Snmne null 
ist^ ; denn auf zwei ihnen gleichwirkende Kräfte , welche auch die- 
selbe Summe liefern , lassen sie sich zurückführen, aber zwei Kräfte 
sind nach der zweiten Voraussetzimg nur dann im Gleichgewichte, 
wenn ihre Summe null ist , alsdann wird aber auch die Summe der 
gegebenen Kräfte , da sie dieselbe ist , null sein ; also ist jener Satz 
bewiesen. Wenn nun zwei Vereine von Kräften einander gleich- 
wirkend sind , so müssen die des einen Vereins mit den entgegen- 
gesetzt genommenen Kräften des andern (nach der Definition des 
Gleichwirkens) zusammengesetzt Gleichgewicht geben, d. h. nach 
dem vorigen Satze ihre Summe muss null sein, also müssen dann 
die Kräfte des einen Vereins dieselbe Summe liefern , wie die des 

andern, somit haben wir bewiesen, „dass zwei Vereine gleichwir- 

12 
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kender Krä£te notihweiidig gleiche Bommen liefern.^ Fassen wir 
diesen Sata mit dem umgekehrten, den wir vorher bewiesen haben, 
zusammen, so erhalten wir den Satz : 

„Dass zwei Vereine von Kräften dann und nur dann einander 
gleiehwirkend sind^ wenn sie gleiche Summen liefern.^ 
Dieser Satz berechtigt uns die Gesammtwirkung mehrerer Ejräfite 
als die Wirkung ihrer Summe aufzufassen , auch dann , wenn diese 
Summe sieh nicht mehr als einzelne Ejraft; darstellen lässt ; wir haben 
somit den allgemeinen Satz : 

„Zwei oder mehrere Kräfte sind ihrer Summe gleichwirkend, 
und sind nur dann im Gleichgewichte, wenn ihre Summe null ist. ^ 
Dieser Satz umfasst alle früheren, und erscheint als deren End- 
resultat. 

§ 123. Dass nun zwei Vereine gleichwirkender ELräfte in Be- 
zug auf jeden Punkt und jede Axe gleiches Gesammtmoment 
haben, dass zwei Vereine von Kräften, welche gleiche Gesammtaus- 
weichung und in Bezug auf irgend einen Punkt gleiches Moment 
haben , einander gleich wirkend sind , und in Bezug auf jeden Punkt 
und jede Axe gleiches Moment haben, sind jetzt, nachdem wir einen 
Verein von Kräften als ihrer Summe gleichwirkend dargestellt 
haben , nur andere Ausdrucksweisen der von uns in der abstrakten 
Wissenschaft aufgestellten Sätze. — Wir halten uns daher mit der 
Ableitung jener statischen Gesetze nicht weiter auf, und wollen 
statt dessen einen allgemeinem Satz über die Theorie der Mo- 
mente aufstdlen, welcher alle Sätze, die man bisher über diese 
Theorie aufgestellt hat , an Allgemeinheit weit übertrifft , und den- 
noch durch unsere Analyse sich aufs einfachste ergiebt. Um die- 
sen Satz sogleich in einer leichtfasslichen Form zu geben, will 
ich einen neuen Begriff einführen , welcher für die Betrachtung der 
Verwandtschaftsbeziehungen überhaupt von der grössten Wichtig- 
keit ist. Nämlich ich sage , dass ein Verein von Grössen in der- 
selben Zahlenrelaticm stehe, wie ein anderer Verein entsprechen- 
der Grössen, wenn jede Gleichheit, welche zwischen den Viel- 
fadiensummen aus den Grössen des letzten Vereins stattfindet, auch 
bestehen bleibt, wenn man statt dieser Grössen die entsprechen* 
den des ersten Vereins setzt. Der Satz, den wir hier beweisen 
wollen, lässt sich nun in der Form darstellen : 



§ 123 — 124 Allgemeiner Satz über die etat. Momente. I79 

„Die Gesammtmomente eines Kräftevereins in Bezug auf ver- 
schiedene Pimkte oder Axen stehen in derselben Zahlenrela«* 
tion, wie diese Punkte oder Axen". 
Denn ist S die Summe des Kräftevereins, so ist das Gesammtmoment 
desselben in Bezug auf irgend eine Grösse A (sei dieselbe nun ein 
Punkt oder eine Axe) gleich der Ausweichung des Produktes AS ; 
sind nun verschiedene Beziehungsgrössen A, B, . . . . gegeben , und 
herrscht zwischen denselben eine Zahlenrelation, welche sich in der 
Form 

aA4-bB + .... = 0, 
wo a, i. ,, ZahlengrÖssen sind, darstellen lässt, so wird auch , wenn 
man mit S multiplicirt, 

aAS + bBS + = 

sein; diese Gleichung bleibt nun auch nach § 112 bestehen, wenn 
man statt der Produkte AS etc. ihre Ausweichungen, d. h. die Mo- 
mente von S in Bezug auf jene Grössen setz^; also stehen diese 
Momente in derselben Zahl^nrelation, wie die Beziehungsgrössen. 

Vermittelst dieses Satzes können wir also aus den Momenten in 
Bezug auf zwei Punkte das Moment in Bezug auf jeden andern Punkt 
derselben geraden Linie finden , und ebenso . aus den Momenten in 
Bezug auf drei Punkte, die nicht in Einer geraden Linie liegen, das 
jedem andern Punkte derselben Ebene zugehörige, aus den Momenten 
in Bezug auf, vier Punkte, die. nicht in Einer Ebene liegen, das jedem 
andern Punkte des Kaumes zugehörige, femer aus den Momenten in 
Bezug auf zwei Axen, die sich schneiden, das Moment in Bezug auf 
jede andere durch denselben Punkt gehende und in derselben Ebene 
liegende Axe, aus den Momenten in Bezug auf drei Axen derselben 
Ebene, welche nicht durch Einen Funkt gehen, das jeder andern Axe 
derselben Ebene , und überhaupt aus den Momenten in Bezug auf 
eine Eeihe von Axen, welche in keiner Zahlenrelation zu einander 
stehen, das Moment in Bezug auf jede Axe, welche zu ihnen in 
bestimmter Zahlenrelation steht. 

§ 124. Ich schliesse diese Anwendung mit der Lösung der 
Aufgabe, die Bedingungsgleichung zu finden, welche bestehen muss, 
wenn ein System von Kräften einer einzelnen Kraft oder einem 
Moment gleichwirkend sein soll. 

In beiden Fällen wird die Summe der Kräfte S als Produkt 

12* 
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zweier Elementargrössen erster Stufe dargestellt werden können, und 
daraus folgt für diesen Fall sogleich die Gleichung 

S.S = 0, 
eine Gleichung, welcher nie genügt wird, wenn S eine formelle 
Summe darstellt ; denn dann lässt sich S als Summe zweier Kräfte 
darstellen, welche nicht in derselben Ebene liegen; es seien dies 
A und B, also 

S = A + B, 
80 ist 

S.8 = (A + B).(A + B) 

= 2 AB, 

weil nämlich A . A und B . B null sind, A . B aber gleich B . A ist*) ; 

da nun A und B nicht derselben Ebene angehören, so kann auch A . B 

nicht null sein, also ist jene Gleichimg 

s.s=o 

die nothwendige , aber auch ausreichende Bedingungsgleichung für 
den Fall, dass S eine einzelne Kraft oder ein einzelnes Moment dar- 
stellen soll ; und zwar wird sie ein Moment darstellen, wenn die Aus- 
weichung von S null ist, im entgegengesetzten Falle eine Kraft von 
geltendem Werthe. Ist 

8=A + B + C + ..., 
so wird 

S.S = 2AB + 2AC + ABC + ...., • 
also gleich der Summe aus den Produkten zu zwei Faktoren, die sich 
aus den Stücken bilden lassen**). Daraus folgen sogleich die Sätze : 
„Ein Verein von Kräften ist dann und nur dann einer einzelnen 
Kraft oder einem einzelnen Moment gleichwirkend, wenn die 
Summe der Produkte zu zwei Faktoren , welche sich aus den 
Kräften bilden lassen, null ist." 
Femer 

„Zwei Vereine von Kräften können nur dann einander gleich- 
wirkend sein, wenn die Produkte zu zwei Faktoren, welche sich 



*) Nämlich weilA und B Grössen zweiter also gerader Stufe sind, welche 
sich nach § 56 ohne Zeichenwechsel vertauschen lassen. 

**) Nämlich gleich der einfachen Summe, wenn man die Produkte AB 
und BA als verschieden gebildete betrachtet. 
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ans den Straften des einen Vereins bilden lassen, gleiche Summe 

liefern wie die ans den Kräften des andern gebildeten." 

Diese Sätze bleiben auch noch bestehen, wenn man statt der 

Produkte zweier Kräfte überall ihre sechsten Theile , nämlich die 

Pyramiden, welche die Kräfte zu gegenüberliegenden Kanten haben, 

einführt. 



Drittes Kapitel. 

Das eingewandte Produkt*). 

§ 125. Der Begriff des Produktes als eines äusseren bestand 
darin, dass jedes Stück eines Faktors, welches von dem andern 
Faktor abhängig war, ohne Werthänderung des Produktes wegge- 
lassen werden konnte, worin zugleich lag, dass das Produkt zweier 
abhängiger Grössen null sei. Keale Grössen, d. h. solche, die sich 
als Produkte aus lauter einfachen Faktoren darstellen lassen, wurden 
dann „von einander unabhängig'' genannt, wennjeder einzelne Faktor 
derselben ganz ausserhalb desjenigen Systems lag, was durch die 
übrigen Faktoren bestimmt war, oder, mehr abstrakt ausgedrückt, 
wenn keine Grösse, die dem Systeme von einer der Grössen angehört, 
zugleich dem durch die sämmtlichen übrigen biestimmten Systeme 
angehört. Da nun diese Bestimmung, welche das Produkt als ein 
äusseres charakterisirt, nicht in dem Begriffe des Produktes an sich 
liegt, so musB es möglich sein, den allgemeinen Begriff des Produktes 
festzuhalten, und doch jene Bestimmung aufzugeben, oder durch 
eine andere zu ersetzen. Um nun diese neue Bestimmung aufzu- 
finden, müssen wir, da nach ihr auch das Produkt zweier abhängiger 
Grössen soll einen geltenden Werth haben können, die verschiedenen 
Grade der Abhängigkeit untersuchen. Wenn zwei Systeme höherer 
Stufen überhaupt von einander abhängig sind, so wird es Grössen 
geben, welche beiden zugleich angehören. Da nun jedes System, 
welches gewisse Grössen enthält, auch sämmtliche von ihnen ab- 
hängige Grössen, d. h. das ganze durch sie bestimmte System, also 
auch das äussere Produkt jener Grössen, enthalten muss, so folgt, 



*) Vergl. zu diesem Kapitel den zweiten Anhang. (1877.) 
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da08 Systeme, welche gewisse Grossen gemeinscbaftlicli enthalten, 
auch das ganze durch diese Grössen bestimmte System, also auch 
das äussere Produkt derselben, gemeinschaftlich enthalten werden ; 
nach der Stufenzahl dieses gemeinschaftlichen Systemes wird nun 
auch der Grad der Abhängigkeit bestimmt werden können, und wir 
werden sagen können, zwei Systeme seien im m-ten Grade von ein- 
ander abhängig, wenn sie ein System m-ter Stufe gemeinschaftlich 
enthalten, und eben so zwei reale Grössen seien im m-ten Grade von 
einander abhängig, wenn die durch sie bestimmten Systeme es sind, 
oder wenn sie sich auf ein^ gemeinschaftlichen Faktor m-ter Stufe 
bringen lassen (imd auf keinen höheren). Dies letztere nämlich 
folgt aus dem Vorhergehenden, da nach § 47 jede Grösse, welche 
dem durch eine andere Grösse bestimmten Systeme angehört, auch 
als Faktor der letzteren angesehen werden kann^). Jede& Grade 
der Abhängigkeit nun entspricht eine Art der Multiplikation, wir 
fassen alle diese Arten der Multiplikation unter dem Namen der 
eingewandten Multiplikation zusammen, und verstehen ins Be- 
sondere unter dem eingewandten Produkt m-ter Stufe dasjenige, in 
welchem ohne Werthändemng desselben in jedem Faktor nur ein 
aolches Stück weggelassen werden kann^ welches von dem andern 
Faktor in einem höheren, als dem m-ten Grade abhängig ist ; und 
■war nennen wir das eingewandte Produkt m-ter Stufe ein r e a 1 e s , 
Wenn die Faktoren wenigstens im m-ten Grade von einander ab- 
hängen, hingegen ein formal e^s, wenn in einein nieder^i^*). Der 
Werth des eingewandten Produktes besteht dann eben in demjenigen, 
was bei jenen verstatteten Aenderungen konstant bleibt. Nur das 
reale Produkt ist es jedoch, was wir hier der Betrachtung unter- 
werfe, indem das formale eine andere Behandlungs- und Bezeichnungs- 
weise erfordert, und es überdies von viel geringerer Bedeutung ist. 
Das reale eingewandte Produkt hat nun entweder einen geltenden 
Werth, oder es ist null, und zwar wird es nicht nur, wie jedes 
Produkt, null, wenn ein Faktor es wird, sondern auch, wenn die 



*) Von den unabhängigen Grössen würden wir also sagen können, «ia 
seien im noll-ten Grade, d. h. eben gar nicht abhängig von einander. 

**) Der formale Begriff des eingewandten (regressiven) Produktes ist 
in der Ausdehnungslehre von 1862 als unfruchtbar aufgegeben und dadurch 
die ganze Sache vereinfacht worden. (1877.) 
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beiden Faktoren in einem höheren G-rade von einander abhängen, 
als die Stufe der eingewandten Multiplikation beträgt. Nämlich dies 
letztere folgt daraus, dass man dann einen Faktor als Summe 
betrachten kann, deren eines Stück null, und deren anderes er selbst 
ist, und dass man dann nach der vorhergehenden Definition dies 
Stttck weglassen darf, wodurch das Produkt gleich null erscheint. 

§ ld6. Um die Bedeutung des realen eingewandten Produktes 
darlegen zu können, haben wir das Nullwerden desselben abhängig 
zu machen von dem Systeme , welchem beide Faktoren angehören, 
wUhrend wir es bisher von dem gemeinschaftlichen Systeme beider 
Faktoren oder von dem Grade ihrer gegenseitigen Abhängigkeit bedingt 
sein Hessen. 

Wir stellen uns zu dem Ende die Aufgabe: „Wenn das zweien 
Grössen gemeinschaftliche System gegeben ist, das sie zunächst 
Timfa »sende System, d. h. das niedrigste*) System, welchem beide 
zugleich angehören, zu finden." Wir erinnern hierbei daran, dass 
eine Grösse einem Systeme dann und nur dann angehört, wenn sie 
einer andern Grösse, die dies System darstellt, untergeordnet ist, 
d. h. sich dieselbe als äusserer Faktor dieser letzteren Grösse dar- 
stellen lässt. Wenn daher A und B die beiden Grössen sind, und 
O ihr gemeinschaftliches System darstellt, so wird sich C als äus- 
serer Faktor sowohl von A als von B darstellen lassen, also z. B. 
B auf die Form CD gebracht werden können. Indem wir C als das 
gemeinschaftliche System für A und B setzen, so meinen wir damit 
nach dem vorigen §, dass G alle Grössen in sich entlialte, welche 
dem A und B gemeinschaftlich angehören, aber auch keine andern. 
Daraus folgt, dass D keine Grösse mit A gemeinschaftlich haben 
kann, weil sonst auch CD, d. h. B noch Grössen mit A gemeinschaft- 
lich haben würde, welche nicht dem Systeme von angehörten, 
wider die Annahme. Da nun hiemach A und D von einander unab- 
hängig sind, das Produkt AD also als äusseres einen geltenden Werth 
hat, so werden zuerst beide .Grössen A und B diesem Produkte 
AD untergeordnet sein, indem A unmittelbar als äusserer Faktor 
desselben erscheint, von den beiden Faktoren der Grösse B oder 
CD aber der eine C in A enthalten ist, der andere unmittelbar in 

*) Darunter ist natürlich das System, was die kleinste Stufenzahl hat, 
zu verstehen. 
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jenem Produkte AD erscheint^ also auch £ selbst als äusserer Fak- 
tor dieses Produktes darstellbar ist. Dass es aber keine Gr^e von 
niederer Stufe giebt, welcher beide Grössen A und £ untergeordnet 
sind, folgt sogleich, da eine solche Grösse sowohl A alsD zu äusseren 
Faktoren haben muss, also, da beide von einander unabhängig sind, 
auch ihr Produkt AD (§ 125) als äusseren Faktor enthalten jnusi. 
Also stellt AD das jene Grössen A und£ zunächst umfassende System 
dar, und die Aufgabe ist gelöst. Hierin liegt der Satz ; 

,,Wenn zwei Grössen A und B als höchsten gemeinschaftlichen 
Faktor eine Grösse C haben, imd man setzt eine derselben 
z. £. B, gleich dem äusseren Pi*oduktCD, so stellt das Produkt 
der andern in die Grösse D, nämlich das Produkt AD, das nächst 
umfassende System dar." 

Bezeichnen wir die Stufenzahlen der vier Grössen A, B, C, D 
mit den entsprechenden kleinen Buchstaben, die des nächstumfassen- 
den Systemes mit u, so haben wir u gleich a -{- d, oder da B «» CD, 
also b ■= c -j- d ist, 

u?=a-|-b — c; oder 
u-j-c = a-}-b, oder 

■ 

c = a -f- b — u, 

d.h. 

„Die Stufenzahlen zweier Grössen sind zusammengenommen 
eben so gross, als die Stufenzahl des ihnen gemeinschaftliQhen 
Systemes und die des sie zunächst umfassenden zusammenge- 
nommen." 

oder 

„aus der Stufenzahl des gemeinschaftliehen Systems zweier 
Grössen findet man die des nächstumfassenden, indem man jene 
von der Summe der Stufenzahlen, welche jenen einzelnen Grössen 
zugehören, subtrahirt;" 

oder 

„aus der Stufenzahl des zwei Grössen zunächst umfassenden 
Systemes findet man die des gemeinschaftlichen durch Sub- 
traktion der ersteren von der Summe der Stufenzahlen beider 
Grössen. " 
In der letzten Form ist dieser allgemeine Satz besonders für die 
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Anwendung bequem, wie sich leicht zeigt, wenn man ihn auf die 
Geometrie zu übertragen versucht. *) 

§ 127. Es hatte nach § 125 ein eingewandtes Produkt zweier 
geltenden Werthe dann imd nur dann wiederum einen geltenden 
realen Werth, wenn die Stufe des ihnen gemeinschaftlichen Systems 
gleich war der Stufe der eingewandten Multiplikation, oder mit An- 
wendung des im vorigen Paragraphen bewiesenen Gesetzes, wenn die 
Stufe des nächstumfassenden Sjstemes und die der eingewandten 
Multiplikation zusammen gleich der Stufensumme beider Faktoren 
sind. Nennen wir nun im Allgemeinen diejenige Zahl, welche die 
Stufe der eingewandten Multiplikation zur Stufensumme beider Fak- 
toren ergänzt die Beziehungszahl des eingewandten Produktes 
oder der eingewandten Multiplikation, so folgt, dass das eingewandte 
Produkt zweier geltenden Werthe nur dann und immer dann einen 
geltenden, realen Werth liefert, wenn die Stufe des nächstumfassen- 
den Systemes gleich der Beziehungszahl des Produktes ist. Wurde 
die Stufenzahl des gemeinschaftlichen Systemes grösser als die Stufe 
der eingewandten Multiplikation, so wurde das Produkt nach § 125 
null, wurde sie kleiner, so erhielt das Produkt einen bloss formalen 
Werth. Bleiben nun die Stufen beider Faktoren dieselben, so wird, 
wenn die Stufe des gemeinsdiaftlichen Systemes wächst, die des 
nächstumfassenden Systemes abnehmen und umgekehrt, weil beide 
eine konstante Summe haben, nämlich die Stufensumme beider Fak- 
toren. Daraus folgt, dass ein eingewandtes Produkt zweier geltender 
Werthe null wird, wenn die Stufe des sie zunächst umfassenden 



*) Betrachte ich z.B. die Ebene als das näohstumfasseude System zweier 
Linien, so wird, da jene als Elementarsystem von dritter, diese von zweiter 
Stnfe sind, das gemeinschaftliche System von (24-2 — 3)ter, d. h. yon erster 
Stufe sein, und somit entweder durch einen Punkt oder durch eine Kichtung 
dargestellt sein. Somit haben wir dann den Satz: „Zwei g. L., welche in der- 
selben Ebene liegen , ohne zusammenzufallen , schneiden sich entweder in 
Einem Punkte oder laufen parallel.'' Wird der Baum als nächstumfassendes 
System gedacht, so haben wir die Sätze: «Zwei Ebenen, welche nicht zu- 
sammenfallen, schneiden sich entweder in einer g. L., oder liegen einander 
parallel,' „eine Linie, welche nicht ganz in einer Ebene liegt, schneidet diese 
entweder in einem Punkte, oder liegt mit ihr parallel," „zwei Ebenen, 
welche nicht parallel sind, haben eine Richtung, aber auch nur Eine gemein- 
schaftlich.'' 
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Systemes kleiner wird, ak die Beadehtmgseahl ; aad einen fonnftlen 
Werth erhält, wenn sie grösser wird. Wenn also ein System von 
b-ter Stufe gegeben ist, nnd wir wissen, dass alle in Betracht gezogenen 
Gr!5ssen diesem Systeme als Hauptsystem (s. § 80) angehören , so 
sind wir auch sicher, dass das eingewandte Produkt, dessen BeziebttngB- 
zahl h ist, einen realen Werth haben werde. Wir nennen dann diese 
eingewandte Multiplikation eine auf jenes System bezügliche, 
nnd nennen dies System das Beziehungssystem des Produktes *), 
und wenn diesem Beziehungssysteme zugleich beide Faktoren an- 
gehören, so nennen wir dasselbe auch (der frtlheren Benennungsweise 
gemäss) das Hauptsystem des Produktes. Dann können wir sagen, 
das eingewandte Produkt sei immer ein reales, wenn die Faktoren 
dem Beziehungssysteme angehören, es sei zugleich von geltendem 
Werthe, wenn das die Faktoren zunächst umfassende System zu- 
gleich das Beziehungssystem des Produktes ist, und es sei null, wenn 
das nächstumfassende System beider Faktoren dem Beziehungssysteme 
des Produktes untergeordnet und ron niederer Stufe ist. 

§ 128. Das äussere Produkt zweier geltender Grössen zeigte 
sich nach § 55 dann als null, wenn sie ron einander abhängig 
sind , d. h. wenn die Stufe des sie zunächst umfassenden Systemes 
kleiner ist, als die Stufensumme der beiden Faktoren ; oder , da wir 
för das äussere Produkt jedes System , welchem die Faktoren unter- 
geordnet sind, und dessen Stufenzahl grösser oder eben so gross 
ist, wie jene Summe, als Beziehungssystem ansehen können, so können 
wir das Gesetz des vorigen § erweiternd sagen : 

„Ein Produkt zweier geltenden Werthe ist dann und nur dann 
null , wenn die Faktoren von einander abhängig sind , und zu- 
gleich ihr nächstumfassendes System niedriger ist als das Be- 
ziehungssystem. ^ 

Hierin liegt dann zugleich, „dass ein solches Produkt nur dann 
einen geltenden Werth hat , wenm entweder beide Faktoren von ein- 
ander unabhängig smd , oder ihr nächstumfassendes System das Be- 
ziehungssystem ist." Und zwar ist im ersteren Falle das Produkt 
ein äusseres^ im letzteren ein eingewandtes. Wenn beide Bedin- 



*) "Die Stafenzahl dieses Produktes ist eben die Zahl, die wir oben Be- 
ziehungszahl nannten. 
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gimg«ii zugleich eintreten , d. h. beide Faktoren von einander tmab- 
hitogig smi und zngleich ibr nttchstumfassendes System das Be- 
ziehimgBsygFtem ist , so kann die Multiplikation mebt nur als äussere, 
sondern auch als eingewandte nullten Grades aufgefasst werden. 
Dadurch erweitert sich der zweite Satz des vorigen Paragraphen zu 
folgendem Satze: 

„Wenn in einem Produkte zweier geltenden Werthe die Stufen- 
summe der Faktoren kleiner ist als die Beziehungszahl , so ist 
das Produkt ein äusseres ; ist jene Summe grösser , so ist das 
Produkt ein eingewandtes und zwar von so vielter Stufe , als 
der UeberschusB jener Summe über die Beziehungszahl be- 
trägt ; ist endlich jene Summe dieser Zahl gleich , so kann das 
Produkt sowohl als äusseres , wie auch als eingewandtes null- 
ter Stufe betrachtet werden." 

Durch die Einführung des Bezlehungssystemes oder des Haupt- 
systemes haben wir somit den wichtigen Yortheil errungen, dass 
es nun , wenn einmal das Beziehungssystem als Hauptsystem fest- 
steht, nicht mehr nö<hig ist, fQr das Produkt zweier Grössen die 
Multiplikationsweise noch besonders festzustellen, dass es daher 
nun auch als überflüssig erscheint, die äussere Multiplikation von 
der eingewandten oder die verschiedenen G^de der letzteren durch 
die Bezeichnung zu unterscheiden. *) 

§ 129. Um nun den geltenden Werth eines realen einge*- 



*) Zngleich haben wir hierdurch den Yortheil einer leichteren Anwend- 
barkeit aof die Baumlehre gewonnen. Betrachten wir z. B. die Ebene, also 
ein Elementarsystem dritter Stufe , als Hauptsystem, wie dies überall in der 
Planimetrie geschieht, so wirddas Produkt zweier Elementargrössen in Bezug 
auf diea System dann und nur dann null sein, wenn sie von einander abhän- 
gig sind, und zugleich einem System zweiter Stufe angehören, d. h. wenn sie 
Punkte oder Richtungen gemeinschaftlich haben und zugleich in Einer geraden 
Linie liegen. Betrachten wir ferner den Raum, d. h. also ein Elementarsystem 
vierter Stufe als Hauptsystem , wie dies in der Stereometrie als solcher ge- 
schieht, so wird das darauf beasügliche Produkt zweier Elementargrtoen 
dann und nur dann null sein, wenn sie in derselben Ebene liegen und 
zugleich von einander abhängig sind, d. h. Punkte oder Richtungen gemein- 
schaftlich haben; z. B. das Produkt zweier Liniengrössen , welche sich 
schneiden oder einander parallel sind, das zweier Ebenen, wenn sie in einander 
liegen u. s. w. 
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wandten Produktes in einen einfachen Begriff zu faasen, müssen 
wir für das gegebene Produkt , dessen Werth zu ermitteln ist , alle 
Formen aufsuchen , in welchen es sich vermöge der in der Defini- 
tion festgestellten formellen Multiplikationsgesetze darstellen ISsst, 
ohne seinen Werth zu ändern. Das , was dann allen diesen Formen 
gemeinschaftlich ist , wird den Werth dieses Produktes tmter einen 
einfachen Begriff gefasst darstellen. Die vermöge der Definition 
verstatteten Formänderungen sind erstens die allgemein miütiplika- 
tive, dass man die Faktoren m umgekehrtem Verhältnisse ändern 
darf, und zweitens die besondere, dass man aus Aßxa einen Faktor 
ein Stück weglassen darf, was von dem andern Faktor in einem 
höheren Grade abhängt , als die Stufe des eingewandten Produktes 
beträgt , oder , aufs Beziehungssystem zurückgeführt , dass man aus 
dem einen Faktor ein Stück weglassen darf, welches mit dem andern 
Faktor zusammen von einem Systeme umfasst wird, dessen Stufe 
kleiner ist als die Beziehungszahl. Als einfachster Fall erscheint 
der , wo der eine Faktor das Beziehungssystem darstellt, der andere 
also ihm untergeordnet ist, oder kürzer ausgedrückt, wo das Produkt 
in Form der Unterordnung erscheint. Da hier das nächst 
umfassende System immer zugleich das Beziehungssystem ist, so 
kann keinem der Faktoren ein geltendes Stück .hinzugefügt werden, 
ohne den Werth des Produktes zu ändern. Die einzige Formände- 
rung , welche den Werth des Produktes ungeändert lässt , ist daher 
die allgemein multiplikative , dass nämlich die Faktoren sich in um- 
gekehrtem Verhältnisse ändern dürfen, also 

A.BasmA. — 

m 

gesetzt werden kann, wenn m irgend eine Zahlengrösse darstellt. 

£s bleiben somit bei allen verstatteten Formänderungen die Systeme 

der beiden Faktoren konstant, und ihre Grösse ändert sich dabei 

nur in umgekehrtem Verhältnisse. Die Zusammenschauung beider 

Systeme nebst dem auf beide Faktoren auf multiplikative Weise zu 

vertheilenden Quantum bildet daher den Werth jenes Produktes. 

§ 130. Sind in dem allgemeineren Falle A und B die beiden 

Faktoren des eingewandten Produktes, und stellt die Grösse C, 

deren Stufenzahl c sei, das beiden Faktoren gemeinschaftliche 

System dar; so wird, wennB gleich CD gesetzt wird, AD nach §126 
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das näcbstninfassende System, also anch nach § 128, wenn das 
Produkt nicht nnll ist, das Beriehnngsystem darstellen.*) Nun 
zeigten wir in § 129 , dass dann ausser der allgemeinen mnltiplika- 
tiven nur die Formänderung verstattet ist , dass der eine Faktor CD 
um ein Stttck wachse , welches von dem andern Faktor A in einem 
höheren als dem c-ten Grade abhängig ist. Es ist klar , dass dies 
Stttck nicht mit CD gleichartig sein dürfe , weil ein solches mit A 
in demselben Orade der Abhängigkeit stehen würde, wie CD selbst ; 
es muss also mit CD ungleichartig angenommen werden. Für die 
Addition der ungleichartigen Grössen hatten wir einen realen und 
einen formalen Begriff aufgestellt , von denen der erstere dann ein« 
trat , wenn beide zu addirenden Grössen auf eine solche Weise tin 
einfache Faktoren zerlegt werden können, dass sie alle bis auf 
Einen Faktor gemeinschaftlich enthalten. Da nun die formale Addi- 
tion nur als abgekürzte Schreibart auftrat , so werden wir die Be- 
deutung unseres Produktes schon auffinden , wenn wir nur die reale 
Addition berücksichtigen , und also annehmen, das hinzuzuaddirende 
Stück habe mit CD alle einfachen Faktoren mit Ausschluss Eines 
solchen gemeinschaffclich. Dieser eine einfache Faktor nun wird, 
da das hinzuzuaddirende Stück von A in einem höheren als dem 
c-ten Grade abhängen soll , nothwendig dem Systeme von A ange- 
hören , während unter den übrigen einfachen Faktoren nothwendig 
die sämmtlichen einfachen Faktoren von C vorkommen müssen. Es 
wird sich also dies Stück in der Form CE darstellen lassen müssen, 
wo E von A abhängig ist. Hiemach wird nun das Produkt in der 
Form 

A.(CD -f CE) oder A.C(D -f E) 
erscheinen, wo E von A abhängig ist. Vergleichen wir nun die 
beiden Produkte 

A.CD = A.C(D + E), 
60 stellt AD das nächstumfassende System für die Faktoren des 
ersten, A (D -f- E) das für die Faktoren des zweiten Produktes dar; 
and da E von A abhängig, also 

AD = A(D + E) 

*) Wir setzen hier natürlich voraus , dass das Produkt nicht null sei, 
weil für den Fall , dass es null ist , keine Ermittelung seines Werthes mehr 
nöthig ist. 
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ist, so ist auch das nttchfltamfassende System für beide Produkte 
dasselbe. Ausser dieser Forxaäaderqng ist nur noch die allgemein 
mnltipUkative verstattet, dass die Faktoren sieh in umgekehrtem 
Zahlenverhttltnisse ändern. Da hierdurch die Systeme der Faktoren 
nicht geändert werden , also das gemeinschaftliche und das nächst- 
umfassende System auch bei dieser Formänderung dieselben bleiben, 
so bleiben die genannten Systeme überhaupt bei jeder Formänderung 
des Produktes dieselben , und gehören also zu demjenigen , was den 
konstanten Werth dieses Produktes ausmacht. Setzt man den ge- 
meinschaftlichen äusseren Faktor C als den mittleren , so dass das 
Produkt, wie wir es schon oben darstellten, in der Form 

A.CD 
erscheint; so giebt das Produkt der äusseren Faktoren AD das 
nächstumfassende System; und es stellen dann also sowohl der 
mittlere Faktor als das Produkt der beiden äusseren AD konstante 
Systeme dar. — Vergleichen wir beide Grössen C und AD auch 
ihrem Werthe nach , so haben wir nicht bloss diejenigen Umgestal* 
tungen zu berücksichtigen, durch welche der Werth der einge- 
wandten Faktoren A und CD, aber nicht der ihres Produktes 
A • CD geändert wird , sondern auch diejenigen , welche den Werth 
des äusseren Produktes CD imd das System seines ersten Faktors 
ungeändert lassen. Vermöge der ersten Art der Umgestaltung 
konnte CD um ein Stück CC wachsen, in welchem £ von A ab- 
hängig ist , vermöge der zweiten kann D um ein von C abhängiges 
Stück wachäen , welches dann gleichfalls von A abhängig sein muss, 
weil C dem A untergeordnet ist. Bezeichnen wir daher auch dies 
Stück mit £, so verwandelt sich in beiden Fällen das Produkt A.CD 
in das ihm gleiche A . C (D -|- £). Da nun £ von A abhängig, also 

A(D + £) = AD 
ist , so ist in beiden Produkten sowohl der Wevth des mittleren Fak- 
tors , also auch der Werth des Produktes aus den äusseren Faktoren 
derselbe geblieben. Ausserdem ist nun bei beiden Arten der Um- 
gestaltung nur noch die allgemeine multiplikative Formänderung, 
nach welcher sich die Faktoren in umgekehrtem Verhältnisse ändern 
können, anwendbar. Wendet man diese Aenderung bei beiden 
Arten der Umgestaltung an, so wird jedesmal, wenn dem einen 
Faktor eine Zahl als Faktor hinzugefügt wird, einem andern dieselbe 
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Zahl ah Divisor hinzugefügt werden müssen , also auch , wenn von 
den dtei FalUoren des Produktes einer, z. B. C, m-mal grösser wird, 
so mass das Produkt der beiden andern m-nial kleiner werden ; d. h. 
C und AD müssen sich dann im. umgekehrten Verhältnisse ändern. *) 
Da nun hierin zugleich schon liegt, dass ihre Systeme konstant 
bleiben, so können wir als Besultat der bisherigen Entwickelung den 
Satz aussprechen, „dass, wenn ein eingewandtes Produkt auf den 
Ausdruck A , CD gebracht ist, in welchem der mittlere Faktor C da» 
den beiden Faktoren des eingewandten Produktes A und CD gemein- 
schaftliche System darstellt, dann C und AD, d. h. der mittlere 
Faktor und das Produkt der beiden äussern sich nur im umgekehrten 
Verhältnisse ändern können, wenn das ganze Produkt konstanten 
Werth behalten soll. " 

§ 131. Um die Bedeutung des eingewandten Produktes voll- 
ständig zu gewinnen, bleibt noch die Frage zu beantworten, ob diese, 
beiden Systeme, die durch den mittleren und durch das Produkt der 
äusseren Faktoren dargestellt sind , nebst dem auf sie in multiplika- 
tiver Weise zu vertheilenden Quantum, dasjenige, was bei ungeän- 
dertem Werthe des eingewandten Produktes konstant bleibt, voll- 
ständig darstellen, oder mit andern Worten, ob, wenn sich jene 
Grössen C und AD in umgekehrtem Verhältnisse ändern , das Pro- 
dukt A . CD stets konstanten Werth behalte, vorausgesetzt , dass der 
mittlere Faktor C unausgesetzt das den beiden Faktoren A und CD 
gemeinsehaftliehe System darstelle. Dass dies in der That der 
Fall sei , können wir leicht beweisen , wenn wir noch voraussetzen, 
dass die eingewandten Faktoren gleiche Stufenzahl behalten. Zu 
dem Ende seien A.CD und A'.C'D' zwei solche Produkte, in welchen 
der mittlere Faktor C oder C' das den beiden eingewandten Faktoren 
A und CD oder A' und C'D' gemeinschaftliche System darstellt. 
Wir setzen voraus, dass beim Uebergange aus dßm. einen Ausdrucke 
in den andern AD sich im umgekehrten Verhältnisse geändert habe 



CD D 

*) Geht z. B. A über in mA, so wird CD übergehen in oderC — ; 

mm 

geht zugleich C über in nC, so geht —über in ; das Produkt der äusseren 

m mn 

Faktoren AD ist dann übergegangen in , während C in nC übergegangen ist. 
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wie C (worin schon liegt, dass ihre Systeme konstant geblieben sind), 
und das» die Stofenzahl von A nnd die Ton CD dieselben geblieben 
seien. Wir wollen zeigen, dass beide Prodnkte A . CD und A' . C'D' 
einander gleich seien. Zunächst können wir das letatere auf die Form 
bringen , dass der mittlere Faktor derselbe sei , wie in dem ersten 
Produkte , wodurch dann auch das Produkt der beiden äusseren in 
beiden gleichen Werth erhalten wird. £s sei dann das letztere 
Produkt tibergegangen in A| . CD| , so haben wir nun die einfachere 
Voraussetzung, dass 

AD =» Ai Dl 
ist, und A und A| ebenso wie D und Dj von gleicher Stufe sind ; 
und zu beweisen bleibt dann nur, dass 

A.CD = At.CDi 
sei. Zwei gleiche äussere Produkte , deren entsprechende Faktoren 
gleiche Stufenzahlen haben (wie hier AD und A|D|), müssen aber 
durch eine Reihe von Formänderungen aus einander erzeugbar sein, 
welche theils darin bestehen, dass die Faktoren sich in umgekehr- 
tem Verhältnisse ändern , theils darin , dass der eine Faktor um ein 
von dem andern abhängiges Stflck wächst. Bei der ersten Aende- 
rungsart ist unmittelbar einleuchtend , dass sich auch der Werth des 
eingewandten Produktes A. CD nicht ändere. Bei der letzten kann 
entweder D um ein von A abhängiges Stück , oder A um ein von D 
abhängiges wachsen. G-eht also zuerst D in D-f-E über, wo E von 
A abhängig ist, so geht A . CD in A . C (D + E) oder in A . (CD + CE) 
über. Da hier E von A abhängig, C aber dem A untergeordnet, 
also im c-ten Grade von ihm abhängig ist , so ist CE in einem 
höheren als dem c-ten Grade von A abhängig, kann also als Stück 
des andern Faktors weggelassen werden , es ist also der Werth des 
Produktes noch derselbe geblieben. Zweitens konnte der Faktor A 
um ein von D abhängiges Stück wachsen. Es sei A gleich CF, so 
muss nun , wenn C noch immer, wie wir voraussetzten , das gemein- 
schaftliche System darstellen soll, das Wachsen des Faktors A um 
ein von D abhängiges Stück dadurch bewirkt werden, dass F um 
ein von D abhängiges Stück wächst; dies wird dann, aus demselben 
Grunde, wie vorher der Zuwuchs von D, den Werth des ganzen Pro- 
duktes ungeändert lassen. Somit sehen wir , dass bei allen Aende- 
rungen , welche den Werth des mittleren Faktors und den des Pro- 
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Mctfts der Voiddfl Misetun uag^indett limeä , «uch der Wetth Ae» 
gMammteii IVddukte» udg^ndert ll^ibt; oder, ittdtoi wir noch 
riiMfi 3«bd«t weiter smrilekg«beti , d«« , weart sieb jidue €h*96seii C 
tmd AD iD^ uittgekehVf^Mi VerhftltAiBfle ändern , detf W<»i;li dee^ Pytn 
dufefes A . CD unter der Voratissetisufig, dasä die Btnl^iusalilea mon A 
und CD cBeselb^tti bleil^ieil , sich ineht ändere. FaMe« wir hievtait 
dae l^eetiltat den vorigen § smsammeik, so könnea wir sagen, det 
Werth eines eingewandten Produktes bestelle, weim die Stafette 
zahlen der FAktoren gegeben si^ , in dem ^melnsehaftliehen und 
nä^stamfasseliden Systeme beider Faktoren liebst dem mtt beide 
Systetne mohijj^kativ z« vertheilettden Qnattttiin. 

§ 13i. Es erseheint hiernach der Begriff des eingewandten 
Produktes noch abhängig von den EMPtifenzahlen , sofern nach den 
biiAerigen Bestimmungen zwei Pi*odukte noch nicht ftls gleiek be* 
trachtet werden konnten , so lange ihre Faktoren tmgteidhe Stuf)^^ 
zahl besassen. Diese Abbängigkeit des BeglriffiM ron den Stufen- 
zahlen fahi*t iti denselben eine Beschränkung hinein^ welche der 
Binfdchheit des Begriffs schadet und dei* analytischen Behandlung 
widerstrebt. Indem wir dahet diese Bescteänktcng ätifheben, setzen 
wir fsst, „dass zwei eingewandte Produkte von geltendem Werthe 
A . CD nnd A' . C'D- , in welchen die beiden letzten Faktoren durch 
änssere Multiplikation varknüpft sind, der mittlere aber das den 
beiden eingewandten Faktoren (A und CD , oder A' und C'D^) ge« 
meinsehaftliche System darstellt, einander gleich seien, sobald tlber- 
haupt das Produkt der äussersten Faktoren und der mittlere in bei- 
den Ausdrücken gleich sind, oder in tlmgek^M*tem Verhähnisse 
stehen,^ gleich viel, ob die Stufenzahlett der entspi^chenden Fäk^o- 
r^i ttbereinstimmen oder nicht.*) Namentlich k^hmen wir duorch 
diese Bestimmung jedes eingewandte Produkt ätif die Föitai der Un- 
terordnung (s. § 129) bringen. In der That ist hiernach 

A.CD— AD.C, 
wenn im enten Produkte C und D dttrch anssere, A und CD durch 
eingewandte Multiplikation verknüpft sind , und C das gemehuehalt- 



*) Zu einer solchen erweiterten Definition sind wir berechtigt, da über die 
Vergleichnng von eingewandten Prodnktea ndt ungleichen StufenBaklen ihrer 
Faktoren noch nichts festgesetzt ist. Wir sind damigedraBgen, wenn wir der 
Wissensehaft die ihr gebtthrende Einlachheit erhalten wollen. 

13 
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liehe System der beid^ eingewtodten Faktorea darstellt. Demi in 
dem letzten Ansdrueke kann AD als erster , C als mittlerer und die 
Einheit als letzter Faktor vorbestellt werden , weleher mit D (naeh 
Kap* IV) durch äussere Multiplikation verknüpft ist, während C noch 
das gemeinschaftliche System darstellt. In dieser Form aufgefasst 
bietet der zweite Ausdruck dasselbe Prodjokt der äussersten Fakto- 
ren und denselben mittleren Faktor dar , wie das erste , und beide 
sind somit einander gleich. 

Noch habe ich hier daran zu erinnern, dass, wenn das Pro- 
dukt der äussersten Faktoren von niederer Stufe ist als das Be- 
ziehungssystem, dann beide Produkte gleichzeitig null werden (nach 
§ 127), also auch fUr diesen Fall ihre Gleichheit bewahrt bleibt. 
Nehmen wir endlicb einen bestimmten Theil H des Hauptsytems 
als Hauptmass (§ 87) an, so können wir jedes auf jenes Haupt- 
system bezügliche eingewandte Produkt auf die Form bringen , dass 
der erste Faktor das Hauptmass wird. Nämlich wir können nach 
dem vorher gesagten jedes solche Produkt, wenn es einen gelten- 
den Werth hat , auf die Form bringen , dass der erste Faktor das 
Beziehungssystem oder hier das Hauptsystem darstellt, also auch, 
da wir die Faktoren in umgekehrtem YerhAltniBse ändern . können, 
auf die Form , dass der erste Faktor irgend ein bestimmter Theil 
des Hauptsystems , also auch dass er das Hauptmass wird. Ist das 
eingewandte Produkt null , so können wir den ersten Faktor belie- 
big setzen , wenn nur der zweite null ist , also kann auch in diesem 
Falle das Produkt auf die verlangte Form gebracht werden. Wir 
nennen dann, wenn ein Produkt auf diese Form gebracht ist, den 
zweiten Faktor desselben „den eigenthümÜchen (specifischen) Werth 
oder Faktor jener Produktgrösse in Bezug auf das Hauptmass H,^ 
und sein System , welches zugleich das beiden Faktoren gemein- 
schaftliche System ist, „das eigenthümliche System jener Grösse;" 
seine Stufenzahl , d. h. die Stufenzahl des beiden Faktoren gemein- 
schaftlichen Systems *) , können wir als Stufenzahl der Grösse selbst 
auffassen. Erst bei dieser Betrachtungsweise tritt der Werth des 
eingewandten Produktes in seiner Einfachheit hervor. 



*) Ist dieProdaktgrÖBse also von geltendem Werthe (und nur in diesem 
Falle lässt sick von einer Stufenzahl d^selben reden) so ist die Stufensahl 
der Prodnktgrößse gleich der Stufe der eingewandten Multiplikation. 
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§ 133. Abs ima im vwhergehenden Faragiapben a^fgestell« 
ten Begriffe des eingewandten Produktes köttaen wir nun das Yer* 
tanschnngsgesetz ableiten. Betrachten wir nämlieh zwei Produkte 
Ton geltendem Werthe, 

AB.ACundAC.AB, 
in welchen der Punkt die eingewandte Multiplikation , das unmittel- 
bare Zusammenschreiben die äussere Multiplikation andeuten soll, 
und in welcher der Faktor A das gemeinsehaftliche System , ABC 
oder AGB also das nttchstumfassende System oder das Beziehungs- 
system darstellt, so hat man nach dem vorhergehenden Paragraphen 

AB.AC-=ABC.A, 
AC.AB — ACB.A. 
Beide Produkte sind also einander gleich oder entgegengesetzt , je 
nachdem ABC und ACB es sind, d. h. je nachdem die äusseren 
Faktoren B und C sich ohne oder mit Zeichenwechsel vertauschen 
lassen. Nun hat maii^ bei der Yertauschung zweier äusseren Fak- 
toren , welche auf einander folgen (nach § öö), nur dann (aber auch 
stets dann) das Vorzeichen zu ändern , wenn die Stufenzahlen bei- 
der Faktoren ungerade sind. Man wird also auch die Faktoren 
jenes eingewandten Produktes mit oder ohne Zeichenwechsel vertau- 
schen können , je nachdem die Stufenzahlen von B und C beide zu- 
gleich ungerade sind oder nicht. Die Stufenzahlen von B und C 
ergänzen aber die der eingewandten Faktorei AC und AB zu der 
Stufenzahl des Beziehungssystemes ABC. Nennen wir daher dieje- 
nige Zahl, welche die Stufenzahl einer Grösse zu der des Be- 
ziehungssystemes ergänzt > die Ergänzzahl jener Grösse (in Bezug 
auf jenes System), so haben wir das Gesetz : 

„Die beiden Faktoren eines eingewandten Productes lassen 

'S 

sich mit oder ohne Zeichenwechsel vertauschen, je nachdem 

die Ergänzzahlen der Faktoren beide zugleich ungerade sind 

oder nicht."' 

Hierin liegt zugleich, dass ein Faktor, welcher das Beziehimgs« 

System darstellt, sich ohne Zeichenänderung vertauschen lässt, da 

seine Ergänzzahl null , also gerade ist. Es entspricht dies Gesetz 

dem in § 55 für die äussere Multiplikation angestellten, womit 

noch der Satz in § 68 über die willkührliche Stellung der Zahlei^ 

grosse zu vergleichen ist. Da hier die Ergänzzahlen in die SteUe 

13* 
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cl#r dort vorib^ttimeiiden StnfsnmlileB eintreteft, so enckeint es 
tKberhaiipt $1b zweckmüssig , aacb fOr die übrigen Sätse da äusseren 
Mi^ftipMkatioit, wekh« sieb auf die StufenzaUen bestehen, bier 
die entsprechenden aufzusnchen , was natürlich hier nur geschehen 
kann in Bezng auf Produkte ans zwei Faktoten. Es war dieStufen- 
zahl elftes Xusseven Produkte» Ton geltendem Werthe die Summe 
aus den Stnfen^dilen seiner Faktoren. Bei der eingewai^teB Mul- 
tiplikation ii|t die Stufenzahl des beiden Faktoren gemeinschaffelichen 
Systems (nach § 132) als die Stufenzahl der Produktgrösse , wenn 
diese einen geltenden Werth hat, aufgefasst. Sind a imd b die 
Stufenzahlen der Faktoren , und h die des Beziehungssystems , was 
hier zugleich das nächstomfsssende System ist, so ist die des ge- 
meinsehaftliehen Systems (g) nach § 126 gleich a^-b — h. Um 
hier die Brgänzzahlen einzuführen, kfum man der GlBichnng fol- 
gende Gestalt geben 

h— -g*nih*-*'a-}*-h — b, 
oder wenn man die Ergttnzzahlen mit a', b-, g bezeichnet, 

g'-W+b', 

d. h. die Ergttnazahl eines eingewandten Produktes von geltendem 
Werthe ist die Summe aus den Ergttnzaahlen seiner beiden Faktoren. 
Es bleibt ims noch der Fall, wo das Produkt null ist, zu berücksich- 
tigen. B^ der eingewandten Multiplikation trat dies« Fall (nach § 
125) dann ein , wenn das b^den Faktoroa gemeins<^afitliGhe System 
Yon h^ämrar Stufe war, als die Stufe der eingesandten Multiplikation 
d. h. a-|-b — h betrug, also wenn 

g>a-f-b — h, d. h. 
h — a-|-h — b>h — g, 
oder wenn 

und ausserdem nur noch , wenn einer der Faktooea null ist , d. h. 
„ein eingewandtes Produkt zweier geltenden Werthe ist null, wenn 
die Ergttnzzahlen beider Faktoren zusammengenommen grösser sind, 
ab die Ergüaizzahl des beiden Faktoren gemeinschaftKchen Systems." 
Ein äusseres Produkt zweier geltenden Werthe hingegen erschien 
al» null , wenn die StufenziülilBn der Faktoren zusammengenommen 
grosser sind als die des beide Faktoren zunächst umfassenden Sy- 
irtemes. Sb stinmien also diese Gesetze £öt die HultipHkationa« 
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weisen ttberem, wem nuoi dea Begriff der StofeuBälil g>6gea den 
der ErgänsssaSil und den des nüichfitiiiafafiseBden Sy^&tm biegen diA 
des gemeinscliaftlichen anstausdit ; eilte Besiehung , weklie, wie wir 
fsehen werden, bei der weiteren Entwickelnng ihi« GMlt^eii W* 
behält. 

§ 184. Das Produkt von drei nnd mehi Faktoren, an wdchem 
wir nun ttbergeben , luuui steKs auf dias' Ton zwei Faktoren znttlek'^ 
geführt werden , wenn nnr ^ MnitipHkafion aweier Faktoren amch 
für den f^U'feetstdit, däss diese Fakt(»<on wieder Produkte asiod. Sa 
mm, wenn die Faktoren wieder eingewandte Produkte «od, der Sinli 
ihrer Mnltiplikatioa noch nicht ^eetgestellt ist, so bedflrfeiiL wir fasor 
einer ne«en Definition ; und zwar mtbsen wir feslisetzen, welche Bd'^ 
deutung eine beliebige Produktgrösse als erster Faktor, .lind welche 
sie als zweiter Faktor habe. Wenn einn Grösse als zweitei: Faktor 
auftritt y so wollen wir sagen, es werde mit ihr snuitiplicirt , weim 
als erster, sie selbst werde multifdicirt. Ich setae nun fest, ^mit 
einer ProdoktgröBse, welche auf die Form dex^ Unterordnung gebracht^ 
d. h. so dargestelit ist, dass jeder folgoide Faktor dem vorher» 
gehenden untei^ordnet sei , multipUeiren heisse mit ihren Faktoren 
fortschreitend *) xnnitipliciren, ^ und femer „eine Produktgrösse^ welche 
auf die Form deir Unterordnung gebradil ist, mit irgend einer GsrÖsef 
miiltipliciren heisse den letzten Faktor der ersteren mit der letateren 
multipliciren (ohne die früheren Faktoren zn ändern)". Hierbei 
muss dann natürlich, damit der Sinn der gesammten Mulüpl&atiQn 
klar sei, die Stufe für eine jede der einzelnen Mttlti^äaäoBen > auf 
weldbe jene eiiie redacirt wird , bestimmt sein. Daas dipose Defini« 
tionen für jedes reale Produkt ausreichen, werde ich sogleich aeigen. 
Das Produkt wird nämlich als ein reales von geltendem Werthe er- 
scheinen, wenn bei den einzelnen Mnltiplikalaonen die Stufe der ein- 
gewandten MttHiplikation mit dem Grade der AbhähgiglDBit Überein'^ 
stimmt ; hingegen wird es null werden, wenn der Grad der Abhängige 
keit bei irgend einer dieser Multiplikationen die Stufe der Multipli- 



*) Fortschreitend mit einer Eeihe vonOrössen verknüpfen heisstnach 
dem scbon früher eingefabrten Sprachgebrauch so verknüpfen, dass das 
jedesmalige Ergebniss der Verknüpfting mit der nächstfolgenden OrBsse der 
Reihe verknüpft wird. 
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katiott übersteigt, indem dadurch dann einer der Faktoren null tf ird. 
Bloss formale Bedeutung wird es haben , wenn der Grad der Ab- 
hilngigkeit irgendwo geringer kt als die Stufe der angehörigen 
Multiplikation, ohne dass anderswo das entgegengesetzte Yerhältniss 
eintritt. 

§ 135. Der Nachweis dafür, dass die aufgestellten Definitionen 
ffiT das reale Produkt ausreichen, fällt zusammen mit dem Beweise 
des Satzes , dass jedes reale Produkt sich auf die Form der Unter- 
ordnung bringen lasse. In der That Ittsst sich nach § 132 zunächBt 
das Produkt zweier reiner Faktoren (so können wir solche Faktoren 
nennen , die nicht wieder als eingewandte Produkte erscheinen) auf 
die Form der Unterordnung bringen. Kommt nun zu einem; solchen 
Produkt A . B , wo B dem A untergeordnet sei , ein dritter reiner 
Faktor hinzu, welcher mit B im o-ten Grade der Abhängigkeit steht, 
mit A im (c^d)-t6n, während seine eigne fitufenzahl CT|*-d*|*e 
beträgt , Bo wird er sich darstellen lassen in der Form CDE , wo C 
dem B (also auch demA) untergeordnet ist, und CD demA^ während 
sonst keine Abhängigkeit stattfindet, vorausgesetzt nämlich, dass 
c , d , e die Stufenzahlen yon C , D, £ sind. Ist dann das Produkt 
ein reales yon geltendem Werthe, d. h. stimmt die Stufe der Multi- 
plikation mit dem Grade der Abhängigkeit üb^ein, so lässt sich 
zeigen, dass 

A.B.CDE — AE.BD.C 
sei. In der That , da hier die Produktgrösse A . B in der Form der 
Unterordnung erscheint ^ so wird sie mit einer andern Grösse CDE 
multiplicirt, indem man den letzten Faktor mit derselben multiplidrt ; 
also ist 

A.B.CDE=.A.(B.CDE)- 
Es ist aber B.CDE, da C dem B untergeordnet, und c der 
Grad der Mult^likation ist, gleich BDE.C (nach § 132), also jenes 
Produkt 

— A. (BDE.C). 
Da hier C dem B , also auch dem BDE untergeordnet ist , so 
multiplicirt man nach dem ersten Theil der Definition (§ 134) mit 
BDE . C, indem man zuerst mit BDE und das Ergebmss dieser Mul- 
tiplikation mit C multiplicirt. Nun ist aber A . BDE , da B und D, 
also auch BD, dem A untergeordnet sind, und (b-j-d) den Grad 
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der Multiplikation darstellt, gleich AE . BD ; also ist der obige Aus- 
druck 

c—AE.BD.C. 

Dieser Ausdruck hat die Form der Unterordnung, da C dem 
B, also aueh dem BD, BD aber dem A, also auch dem AE unterge- 
ordnet ist. Somit lässt sich das fortschreitende Produkt von drei 
reinen Faktoren stets auf die Form der Unterordnung bringen. 
Kommt nun noch ein vierter Faktor hinsu, so kann man zuerst die 
S ersten auf die Form der Unterordnung bringen» 

Es sei A . B . G diese Form. Tritt nun ein vierter Faktor hin- 
zu , so muss , damit der Sinn der Multiplikation ein bestimmter sei, 
festgesetzt sein , in welchem Grade der Abhängigkeit er mit jeder 
der drei Grössea A , B , C stehen muss , wenn das Produkt einen 
realen geltenden Werth haben soll ; es möge dann der vierte Faktor 
von C im d-ten Grade abhängig sein, von B im (d-|-e)ten, von A 
im (d-|-e-|-f)ten Grade, während er selbst zur Stufenzahl d-j-e 
-|- f-|-g habe, so wird er sich in der Form DEFG darstellen lassen, 
wo D dem C , E dem B , F dem A untergeordnet ist , und d, e, f, g 
die Stufenzahlen von D , E , F, G darstellen. Dann kann man zei- 
gen, dass 

A.B.C.DEFG — AG.BF.CE.D 
sei. Denn es ist 

A. B.C. DEFG =^A.B.(C^DEFG) 

— A.B.(CEFG.D), 

da nämlich D dem C untergeordnet ist. Da nun CEFG . D in der 
Form der Unterordnung erscheint, so kann man mit seinen einzelnen 
Faktoren CEFG und D fortschreitend multipliciren ; B giebt aber 
mit CEFG multiplicirt , da C und E, also auch CE dem B unterge- 
ordnet sind , den Ausdruck BFG . CE. Man erhält also den obigen 
Ausdruck 

— A.(BPG.CE).D 

— A.BPG.CE.D 

— AG.BF.CE.D, 

da nämlich B und F, also auch BF, dem A untetgeordnet sind. Also 
erscheint auch das fortschreitende Produkt aus vier reinen Paktoren 
in der Form der Unterordnung , und es lässt sich schon ttbersehen, 
wie ganz auf dieselbe Weise folgt , dass Überhaupt ein fortschreiten* 
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der Unterordnung bringen läset. Ist nnn aber dies der Fall, so wird, 
da nach den Definitionen sich die SDuki^likation überhaupt auf die 
fortacbreitend« Moltiplikittioii mner Gr^iMien «urttokfUhien lässt, 
duaselfae Auch y<9n b^ebigen rento» Produkten gflten , «ftwüeb äsm 

„ j^des reAl# Produkt «ch in Form der Unterordnung daistd^ 

Jen Uast^ 

Es reichen daher in der Tkat die obigen Definitionen IHr das 
reale Produkt aus, und die Form der Unterordnung, als dieeinfiusfavte, 
auf die sich das reale Produkt bringen lässt, bestimmt die Bedeutung 
desselben. 

§ 136. Es entsteht uns nun die Aufgabe, die verschiedenen 
Umgestaltungen , welche nach der bis hierher geführten Darstellung 
das eingewandte Produkt zulässt , in ein einfaches Hauptgesetz zu- 
sammenzufassen , auf welches wir dann in der Folge stets zurttck- 
gehen kennen, wenn es sich um solche Umgestaltungen handelt. 
Wir brauchen , um dazu zu gelangen , nur die im vorigen Paragra- 
phen entwickeitexL Umgestaltungen weiter fortzuftihren und in Worte 
zu kleiden. Es ergab sich dort, dass 

A.B.CDE = AE.BD.C 

sei, wenn B dem A untergeordnet ist , C das System darstellt , was 
CDE mit B , also auch mit A gemeinschaftlich hat, und CD das Sy- 
stem darstellt , was CDE mit A gemeinschaftlich hat , und ttberdies 
die Art der ]i£ultiplikation so angenommen ist, dass sie unter die- 
sen Voraussetzungen einen geltenden realen Werth liefert. Unter 
denselben Voraussetzungen ergiebt sich nämlich auch 

EDC,B,A«-EA.DB.C, 
Penn 

EDC.B.A— (EDC.B).A 

**(EDB.C).A; 
und da EDB . m der.Fonq der Ikiterordnung erscheint, so multi- 
plicirt man e^ (nack § 194) mit A, indem man C mit A moltiplicirt ; 
da C dem A ^lers<%»d»et ipt, sp ist hier nach § 188 die Ordnuag 
gleiobgtUtig; Mm exhält also d^ zuletzt gefundenen Ax^dra^k 

lüfEDB.(A.C); 
da wißdwr A . C auf die Form der Uptef Ordnung gebradbt ie^ , m 



§ 189 ^<M 1^^« Prodnlit »Bf die Form d«r Untcrordnimg gebracht. ^X 

k^on «)M Ufr ndt A mi C jfortsiilHrmteiid multiplimen, niid «vkäll 
diQii letBtf n Aofijärncrk 

Axif ^Mfi^l)>« Form nun fbhrt der Auadjmofc 

EDC,A.BodwEDC.(A.B) 
2urü|»kj «tolifh da £DC.A gleich EA.DC ist, so h«t num jcMii 
A^fidTuok 

EDG.A*B-«*EA.BC.B 
«EA.DB.C. 
Daraus folgt alf>o, dass man in einem Produkte von realem 
geltenden Werthe mit xwei einander eingeordneten*) Faktors 
^M4ehreitend in beliebiger Ordnung mnltiplieizien , oder aueh mit 
ibren^ Produkte auf änmal multiplieiren darf. Wenn c r d , e die 
SUifenzabl^n von C , D , E sind, ao ist hier aiB^nonnnen (b. den ve^ 
ngen §)j dass EDO von A im (c4-d)ten Grade von B im O'ten 
Grade abhftage, und da in beiden Produkten 

EDC.A.BundEDCB.A 
die Kultiplikationsweise als eine reale von geltendem Wertfae aage* 
nnmmen ist , wenn der so eben bezeiobnete Grad der AbbttngigkeSt; 
stattfindet, so wird jedes von beiden Produkten dann aber addk 
nur dapn nuU werden» wenn der Grad der Abbflngigkeit wftebsi; 
•iso wird) wenn eins dieser Produkte null wird, auch das andere 
nnU werden mtUeen. Somit bleibt . das angel^rte Geseta auch h^ 
stehen , wenn das Produkt nnr als eän reales auüi^efa^at ist, und da 
Cf» sieh von 3 einander eingeordneten Faktoren unmittelbar ai^ 
mehrere tibertragen Ütsst, so haben wir den Satss : 

„Statt mit einem Produkte von einander eingeordneten Faklo^ 

Iren 4U multii^licireii kann nüan mit den einzelnen Faktoren 

fort^ebreiteftd multipUciittn und awar in beliebige» Ovdntmg;" 

Hierbei haben wir die Multiplikationsweisen so angenommen, 

dass das Produkt bei demselben Abhängigkeitsverbältniss in allen 

diesen Formen gleichaeitig als real erseheint. Dies Geaets ^ückt 

aanit eine Erweiterung dee zweiten I^ubüi der Definition {§ 1^ 

aus, dass man, statt mit einem Produkt, welches in Form diet 



*) .TiifiaiHter eingeordnete Oröasea nenasn wir aolebSy von denen 4ie 
eine der andern untergeordnet ist 
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ITntdrordnung erscheint , mit den Faktoren desselben ^Mrtsdireitend 
multipliciren darf. Das Gesetz, was den ersten Tbeil der Definition 
(§ 134) verallgemeinert, nttmlieh dass man ein Produkt aus ein- 
ander eingeordneten Faktoren mit einer Grösse multipHcirt , indem 
man den letzten Faktor mit derselben multiplicirt , ergiebt sich 
kieht auf fthnliche Weise , wie das obige Gesetz , ist aber von ge^ 
ringerer Bedeutung, üebrigens ist klar, dass in dem obigen Gresetz 
zugleich das Gesetz über den mittleren Faktor in § 132 liegt; 
nämlich 

BA.AC — BAC.A, 
indem man, statt B fortschreitend mit A und dem ihm Übergeordneten 
AC zu multipliciren , auch in umgekehrter Folge multipliciren darf. 
§ 137. Wir verlassen den allgemeinen Begriff des einge* 
wandten Produktes und beschränken die Betrachtung auf den Fall, 
dasA die Multiplikation sich stets auf dasselbe Hauptsystem beziehe. 
Da nun ein jedes solches Produkt nach § 132, wenn es auf die Form 
der Unterordnung gebracht ist, als ersten Faktor entweder nothwendig 
eine das Hauptsystem darstellende Grösse hat , oder doch in dieser 
Form dai^estellt werden kann, so folgt, dass, wenn man auf ein Pro- 
dukt aus mehreren Faktoren, welches sich auf dasselbe Hauptsystem 
bezieht, das in § 135 mitgetheilte Verfahren anwendet, das Produkt 
sieh auf die Form bringen lässt , dass alle Faktoren mit Ausnahme 
des letzten das Hanptsystem darstellen.*) Bringen wir alle jene 
vorangehenden Faktoren, welche das Hauptsystem darstellen, durch 
Anwendung der allgemeinen multiplikativen Formänderung auf den- 
selben Grössenwerth, und fassen diesen Werth als Hauptmass auf, so 
können wir dann den letzten Faktor, wie es in § 132 schon in Be- 
zug atif zwei Faktoren festgestellt ist, „den eigenthttmlichen (spe- 
cifischen) Werth oder Faktor jener Produktgrösse in Bezug auf dies 



*) Es sei z. B. H. A . B dies Produkt, in welchem H das Hauptsystem 
darstelle , indem nämlich das Produkt der beiden ersten Faktoren schon auf 
die veriangte Form gebracht ist ; ima sei B ««CD , wo im Falle , dass das 
ganze Produkt geltenden Werth habe, AD das Hauptsystem darstelle. Dann 
ist jenes ganze Produkt gleich H . AD . C , was die verlangte Form hat. Ist 
das ganze Produkt null , so kann man die ersten Faktoren beliebig setzen, 
wenn nnr der letzte null ist; also kann auch dann das Produkt auf die ver- 
langte Form gebracht werden. 
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Hauptmass^ und das System desselben „das eigentfaümlicfae System^ 
der Produktgrösse nennen , und die Stnfenzahl dieses Systems als 
Stufensahl jener Prodnktgrösse selbst auffassen. Wir können femer 
die Grössen, welche durch eingewandte Multiplikation reiner Grössen 
(s. § 135) hervorgehen , Beziehungsgrössen nennen , weil sie nur in 
ihrer Beziehimg auf ein System oder ein Mass eine einfache Be- 
deutung gewinnen. Als eigenthümlicher Werth einer reinen Grösse 
erscheint natürlich diese Grösse selbst. Es g^lt auch noch das , was 
wir in § 128 ttber die Bezeichnung der Multiplikation bei zwei Fafe* 
toren sagten, dass es nämlich, wenn einmal das Kauptsystem als Be- 
ziehungssystem feststehe, als tiberflüssig erscheine, die äussere Multi- 
plikation von der eingewandten oder die verschiedenen Grade der 
letzteren durch die Bezeichnung zu unterscheiden.*) Dagegen tritt 
hier ein neuer Unterschied hervor, nämlich der zwischen reinen 
und gemischten Produkten. Nämlich reine Produkte nenne ich 
solche , deren Faktoren fortschreitend stets durch dieselbe Art der 
Multiplikation verknüpft sind, d. h. entweder nur durch äussere Mul- 
tiplikation (äussere Produkte), oder nur durch eingewandte auf 
ein und dasselbe System bezügliche (reine eingewandte Produkte) ; 
gemischte hingegen nenne ich solche , deren Faktoren fortschreitend 
entweder durch beiderlei Arten der Multiplikation (äussere und ein- 
gewandte) verknüpft sind , oder zwar bloss durch eingewandte aber 
auf verschiedene Systeme bezügliche. Da die reinen und die ge- 
mischten Produkte verschiedenen Gesetzen unterliegen , so ist ihr» 
Unterscheidung sehr wichtig ; und obgleich eine Untersdieidung dureh 
die Bezeichnung nicht nothwendig ist , indem durch die Stufenzahlen 
der Faktoren, wenn das Hauptsystem als Beziehungssystem feststeht, 
auch schon immer bestimmt ist,- ob das Produkt ein reines oder ge^ 
misehtes sei , so ersehet eine solche Unterscheidung doch in vielen 

*) Ganz anders würde dies bei der allgemeinen realen Multiplikation 
sein, indem bei ihr die verschiedenen Grade der Abhängigkeit zwischen den 
einzelnen Faktoren festgestellt werden mttssten, bei denen das Produkt noch 
einen geltenden Werth hätte. Das Produkt aus mehreren Faktoren würde 
dann seiner Art nach durch eine Beihe von Zahlen bestünint sein» welche 
jene Abhängigkeitsgrade darstellten ; diese Bestimmung würde also eine zu- 
sammengesetzte sein, and nicht mehr einen einfachen Begriff darstellen. Und 
dies ist der Grund , weshalb wir diesen allgemeinen Fall hier übergangen 
haben. 
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Fällen als selir bequem. Ich will mieh A9heit m aoloben PHUea 4er 
Punkte bedienen , um d«rch sie die Faktoren des reinen Produktes 
TOB einander abzosondem, und will daber festsMi^n, daas, woPmikte 
Eur Baaeiobnung der Multiplikation angewandt werden , dann auch 
stets, wenn sie gar keiner oder derselben Klanuner eingeordnet sind, 
durck sie Faktoren eu^s rdnen Produktes von i^nander abgesondert 
werden, wobei dann ein Produkt von uniliittelbar ^usammenge* 
sobriebenen Grrössen in Bezug auf diese Punkte jedesmal als Ein 
Faktor erscheint; z* B. bedeutet AB.CD.EF ein reines Produkt, 
dessen Faktoren AB, CD, £F sind. 

§ 138. Wir können nun die in § 133 för zwei Faktoren er- 
wiesenen Sätze auch auf mehrere Faktoren übertragen. Zuerst was 
die Yertauschung betrifft, so zeigt sieh, dass auch b^ mehreren 
Faktoren die Stellung eines Faktors , der das Beziehungssystem dar- 
stellt, gaoa gleiehgiütig ist ; und daraus folgt dium Überhaupt , dass 
man , tjü zwei Produktgrössen zu multipliciren , nur ihre eigenthttm- 
licben Weithe in Bezug auf irgend ein Hauptmass ^u multipliciren, 
und diesem Produkte das Hauptmass so oft als Faktor hinzussufügen 
hat , als es in b^en Gröitsen zuältmmengenommen als Faktor vor- 
fcomknt ; z. B. ist H*^ A . H ^ B, wo H dUd Hauptmass darstellt, gleich 
H^H'^A.B oder gleich H"+»A.B. Hierin Hegt dann , dass zwei 
Produktgrössen, wdehe als Faktoren zusamml^tteten, gleichfalls mit 
oder ohne Zeiohenwechsel vertausehbar sind , je nachdem ihre Er- 
gftnzzahlen beide zugleich ungerade sind oder nicht. Di« folgenden 
Sitee jenes Paragraphen können wir nur auf reine eäagewaadte 
Produkte übertragen. Da nämlich bei zwei Faktoren eines einge- 
wandteA Produktes von geltendem Werthe , die ErgänzzaU des Pro- 
dukteft die Summe ist aus den £rgänzzahlen dei^ Faktoren , so bleibt 
dies Cresetz bestehen, wenn zu diesem eingewandten Produkte wieder 
ein eingewandter Faktor hinzutritt und das Produkt wieder geltenden 
Werth behält; es ist dann die Ergänzzahl des Gesammtproduktes, 
wie sogleich durch zweimalige Anwendung des für 2 Faktoren be- 
wiesenen Gesetzes einleuchtet, die Summe aus den Ergänazahlen der 
Faktoren und so fort für beliebig viele Paktoren. Da überdies das 
Produkt zweier Faktoren dann und nur dann als eingewandfes er- 
scheint , wenn die Summe der beiden Stufenzahlen grösser , d. h. die 
die Summe der Ergänzzahlen kleiner ist als die Stufenzahl des Haupt- 
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Systems, so wird «uek das gdtende Produkt aus drei imd mehr Faktoren 
dann und nur dum ab. reines emgewaadtes ersekeinen , wenn ^e 
Summe der Ergfinazahlen stets kleiner bleibt als die StnlenTahl des 
Hauptsystems , d. k. wenn die Samme aller Ergltaiuajilen der Fak- 
toren noek kleiner bleibt als die Btufenzakl des Hauptaystems. Um 
endUck anok den Satz aus § 133 über das NnU werden kier au über- 
tragen) erinnern wir daran, daas die Summe der Ergänsaaklen aweier 
Grössen, weldiae das BeziekongsBystem als näokstum&ssendes System 
kaben, und also als Produkt einen geltenden Wertk darbieten, gleick 
der Ergjtnziaibl ilnres gemeinsekafUicken Systeme« bt; dass aber, 
wenn das näckstumfiissende System niedriger ist als das Sesiekungs- 
system, und das Produkt also null ist, die Stufensakl des gemein- 
sckaftlicken Systems grösser, seine Erganzzakl also kleiner wird, als 
die Snmme der zu den Faktoren gekörigen Ergänzzaklen. Tritt 
nun ein Faktor kinzu, so ist das gemexasckaftUcke System aller Fak- 
toren dasjenige , was der kinzutretende Faktor mit dem allen vorker- 
gekenden Faktoren gemeinsckaftlicken Systeme selbst wieder gemein- 
sekaftlick kat. Es wird also, sobald das gesammte Produkt geltendeil 
Wertk bekält , die Summe aller Ergänzzaklen gleick der Ergänzzakl 
des den sämmtlicken Faktoren gemeinsckaftlicken Systemes sein; 
wenu aber durek irgend einen Faktor , welcker kinzutritt, das Pro*- 
dukt null wird, okne dass der hinzutretende Faktor selbst null ist, so 
wild dort die Eigänzzahl des gemeinschaftlichen Systemes kleiner 
werden, und somit auck, wenn nock neue Faktoren kiazutretea, 
kleiner bleiben als die jedesmalige Summe aus den Ergänzzaklen 
der Faktoren. Es wird also ein reines eixigewandtee Produkt, 
dessen Faktoren geltende Werfke kaben , dann und nur dann null 
werden, wenn die Ergänzzakl des allen Faktoren gemeinsckaftlicken 
Systems kleiner ist als die Summe der Ergänzzaklen der Faktoren, 
Auek liegt in der Art der Beweis0ihrung , dass der eigentkttmliche 
Werik eiues soloken Produktes , wenn es nkkt null ist , das den 
sitraratlicken Faktoren gemeinsehaftUehe System daxatellt. Fassen 
wir nun die über die Ergänzzahlen aufgestellten Gesetze zusammen 
und schliessen die entsprechenden Gesetze über die Stnftnzahlen 
äusserer Produkte mit hinein, so erhalten wir den Satz : 

f^Ein Produkt aus beliebig vielen Faktoren von geltenden 
Wertken ist ein reines, wenn entweder die StufenaaMeQ oder did 
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Ergänxnihleii der Faktoren soBaanmengenominen kleiner sind 
^ als die Stofenzahl desHanptsystems, und zwar im ersteren Falle 
em äwBeres y im letsteren ein eii^ vandtes , hingegen ein ge- 
mischtes , wenn keins von beiden der ¥all ist. Das reine Pro- 
dukt ist null im ersten Falle, wenn die Stuf enzahlen der Faktoren 
zusammengenommen gprösser sind als die Stnfenzahl des die Fak- 
toren znnttehst umfassenden Systemes , im letzteren , wenn die 
ErgibMiBahien der Faktoren zusammei^enommea grösser sind 
als die Ei^ttnzzahl des den Faktoren gemeinsehaftlichen 
Systemes. Wenn das reine Produkt einen geltenden Werth hat, 
so stellt der eigenthUmliche Werth desselben im ersten Falle 
das nttchstumfasende , im letzteren das gemeinschaftliche System 
dar ; und im ersteren Falle ist die Stufenzahl desselben die 
Summe aus den Stufenzahlen der Faktoren, im letzteren ist 
seine Ergänzzahl die Summe aus den Ergänzzahlen der 
Faktoren.** 

§ 139. Wir scljreiten nun zu dem multiplikativen Zusammen- 
fassungsgesetz, d. h. wir untersuchen, ob und in welchem Umfange 

PQR = P(QR) 
gesetzt werden könne. Schon aus dem Satze in § 136 geht hervor, 
dass ftlr das gemischte Produkt dreier Faktoren jenes Gesetz im All- 
gemeinen nicht gelte *) ; hingegen wollen wir zeigen, dass dasselbe 
für das reine Produkt im allgemeinsten Sinne gelte, dass also nach 
der in § 137 eingeführten Bezeichnung allemal 

P.Q.R=:P.(Q.R) 
sei. Zunächst leuchtet ein, dass, wenn die GtQtigkeit dieses Gre- 
setzes nachgewiesen ist für den Fall , dass P , Q , R reine Grössen 
sind, sie damit auch zugleich für den Fall, dass dieselben sämmt- 
lieh oder zum Theil Bemehungsgrössen sind, nachgewiesen sei. 
Denn nach dem vorigen Paragraphen hat man BeziehungsgrÖssen 
so mit einander zu multipliciren , dass man ihre eigenthtimliehen 
Werthe in Bezug auf ein und dasselbe Hauptmass mit einander 



*) Allerdings können Fälle aufgeführt werden, in welchen yermittelst 
des Satzes in § 136 nnser Gesetz auch dann noch seine Anwendung findet ; 
allein diese Fälle sind so vereinzelt, die Bedingungen, unter denen sie ein- 
treten, so Busammengesetzt, dass aus ihrer Aufzählung der Wissenschaft kein 
Vortheil erwächst. 
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multiplicirt imd Aem Produkte, gleichviel auf welcher Stdle, «^ oflb 
das Hauptmass als Faktor hiiusufttgt , ab es in beidiea Grössen ^^* 
samzaen als Faktor enthalten war.. Da man hienoach also in einem 
Produkte überhaupt jeden Faktor, der das Hauptmass darstellt, auf 
eine beliebige SteUe setzen und beliebig aus einer Klammer heraus 
oder in eine solche hineinrücken kann, so folgt» dass jenes G^esets, 
wenn es fUr reine Grössen gilt, es auch für Besiehungsgrössen, also 
allgemein gelte. Nun gilt es zunächst nach den Gesetzen der 
äusseren Multiplikation für äussere Produkte reiner Grössen, also 
auch ftlr äussere Produkte überhaupt. Es bleibt also nur eu be-» 
weisen übrig, dass es auch für das reine eingewandte Produkt reiner 
Grössen gelte. In diesem Falle kommt es darauf an zu zeigen, dass 
P, Q, K, wenn das eingewandte Produkt einen geltenden Werth hat, 
sich in den Formen ABC, ABD, ADC, darstellen lassen, so dass 
zugleich ABCD das Hauptsystem darstellt. Es seien die Ergänz- 
zahlen der Grössen P, Q, E beziehlich d, c, b, so ist die Ergänzzahl 
des Produktes oder des den drei Faktoren gemeinschaftlichen Systemes 
A nach § 138 (am Schlüsse) gleich der Summe jener Zahlen, also 
gleich b -{- c -|- d ; und ist also a die Stufenzahl jenes gemeinschaft- 
lichen Systemes, so ist die des Hauptsystemes gleich a-[-b-(-c-(-d. 
Zwei der Faktoren, z. B. P und Q, werden nach demselben Satze 
ein System gemeinschaftlich haben, dessen Ergänzzahl die Summe 
ist aus den Ergänzzahlen jener Faktoren, also hier gleich c-f-d ist; 
also ist die Stufenzahl dieses gemeinschaftliehen Systemes gleich 
a ^ b ; es wird somit dies System durch ein Produkt AB dargestdlt 
werden können, in welchem B von b-ter Stufe und von A tmabhängig 
ist. Ebenso wird das dem P und K gemeinschaftliche System von 
(a -f- c)-ter Stufe sein, und also eine von A unabhängige Grösse c-ter 
Stufe C in sich fassen. Und zwar muss dann C von AB unabhängig 
sein ; denn wäre es davon abhängig, d. h, hätte G mit AB irgend eine 
Grösse gemeinschaftlich, so würden die drei Faktoien P, Q, R diese 
Grösse, also eine von A unabhängige Grösse, gemeinschaftlieh ent- 
halten, was mit der Annahme streitet. Somit sind nun der Grösse 
P drei von einander unabhängige Grössen A, B, C untergeordnet, 
also auch ihr Produkt ABC. Es muss sich daher P als Produkt 
darstellen lassen, dessen einer Faktor ABC ist; da P aber selbst 
von (a-f-b-^c)-ter Stufe ist, so wird der andere Faktor, den P 
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ausser AfiC enl^lih, vöti nmllter Stufe, d. h. eine blosse Zafaliini^rÖsse 
sou^ «Ise F skh als YieHlftclies von ABC darstellen lassen. Q tmd R 
cndlidi wevden «as demselbea Grande einen von A imaUiängtgen 
Faktor D gemeiBSchaMich haben, und so wenden sich die Grössen 
P, Q, R beBiehlich als Vielfhclie von ABC, ABI> und ADC dar- 
stellen lassen ; ja da fttr die Grasen A, B, C, D ntrr die Systeme, 
welche durch sie dargestellt werden, bestimmt sind, sie selbst also 
beliebig gross angenommen werden können, so wird man dieselben, 
wie leicht zu sehen ist, auch so annehmen können, dass die Grossen 
P, Q, R j^nen Werthen gleich sind, also 

P.Q.R = ABC.ABD.ADC 

ist. Da das ganze Produkt, wie wir voraussetzten, einen geltenden 
Werth haben soll, also auch z. B. das Produkt ABC . ABD, so muss 
hier das nächsturafassende System, also ABCD, zugleich das Be- 
ziehimgssystem sein. Es ist daher dies Produkt gleich ABCD . AB ; 
also der ganze Ausdruck 

= ABCD . AB . ADC 

— ABCD.ABDC.A. 

Auf dieselbe Form nun Iftsst sich das andere Produkt. P . (Q . R) 
bringen ; denn Q . R oder ABD . ADC ist gleich ABDC . AD, also 

P.(Q.R)«sABC.(ABDC-AD). 

Da nun ABDC das Hauptsystem darstellt, so können wir nach § 138 
die eigenthiimlichen Werthe unter sich multiplieiren und ABDC als 
Faktor hinzufügen. Wir erhalten aber ABC . AD gleich ABCD . A, 
also ist der obige Ausdruck 

— ABCD.ABDC.A. 

Da also die beiden Produkte P.Q.R und P.(Q.R) demselben 
Ausdmcke gleich sind, so sind sie auch unter sieh gleich. Wir 
nalonen bei dieser Beweisföhrung an, dass die Produkte einen gelten- 
den Werth hatten. Nun können sie aber auch nur gleichzeitig 

« 

null werden, weil nach § 198 das Nullwerden dann und nur dann 
eintritt, wenn das den Faktoren gemeinschaftfiehe System von höherer 
Stufe ist, als die Summe der Erglinzzahlen beträgt, und dies bei 
beiden Produkten nur gleichzeitig eintreteii kann. Also blmbt auch 
ftar diesen Fall die Gleichheit beider Produkte bestehen. Das Gesetz 
gilt daher allgemein für reine Grössen, also muss es nun auch, wie 
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wir oben sith^n, für Beaiehtiiigm;r(Swen gelten; so daas aUgemeiii ÜLc 
die reine Moltiplikatton tiberluHapt 

P.Q.K—P.(Q.E) 
ist. Da nun endlich das ZusammenfassongsgesetZ) wenn es für drei 
Faktoren gilt, auch f^ beliebig viele gelten muss (§ 3), so ergiebt 
sich der allgemeine Satz : 

„Die Faktoren eines reinen Produktes lassen sich beliebig zu* 

sammenfassCTt," 

§ 140. Für die Addition der Beziefanngsgrässen bietet sich 
das allgemeine moltiplikativeBezidiungsgesetz als begriffsbestimmend 
dar. Man hat dann nur beide auf die Form der Unterordnung zu 
bringen. Auf diese Form gebracht, erscheinen dann beidd als 
summirbar, wenn einestheils das Hauptmass in beiden gleichvielmal 
als Faktor erscheint, und andemtheils die Grössen selbst eine gleiche 
Stufenzahl haben ; und zwar werden sie dann addirt, indem man die 
eigenthümlichen Werthe addirt, und der Summe das Hauptmass so 
oft als Faktor hinzufügt, als es in jedem der Produkte als Faktor 
enthalten war*). Das allgemeine Beziehungsgesetz ist, daas 

P.(Q + E) — P.Q + P.K, 
tmd 

(Q + R).P— Q.P + R.P 
sei. Die Gültigkeit desselben haben wir zunttchst nur für den Fall 
nachzuweisen, dass die Grössen P, Q, B reine sind; indem das 
BQnzntreten beliebiger Faktoren, die das Hai^tmass darstellen, auf 
welches sich die Grössen beziehen, nichts ändern kann. Wir nehmen 
daher zuerst an, P, Q, B seien reine Grössen. Es sei, um die Stücke 
der Summe « 

P.Q + P.B 
auf die Form der Unterordnung zu bringen, Q«aAB, wo A dem 
P untergeordnet ist, PB aber das Hauptsystem darstellt, auf welches 
sich die Multiplikation bezieht, und gleich H gesetzt werden mag, 
und eben so sei B-» CD, wo C dem P untergeordnet ist und PD das 
Hauptsystem darstellt. Da hier D beliebig gross angenommen wer- 



*) Diese Bestimmung dient eben als Definition, indem wir anter der 
Summe zweier BeziehnngsgrÖsssn die auf die angegebene Weise g^ebildete 
Summe veistehen. 

14 
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den kann (indem C dann nur im umgekehrten Yerhäknime wie I> 
geändert werden muss), so kann man ob io annehmen, dass 

PD — PB — H 
wird. Dann ist 

P.Q+P.R — HA+HO — H(A + C), 
letzteres nach der Definition. Anf dieselbe Form nnn können wir 
aoeh P . (Q-fB) bringen. Nllmlieh da PD gleieh PB ist, so folgt, 
dass D auch gleich B plus einer von P abhängigen Gritose, die wir 
K nennen wollen, gesetzt werden könne ; somit ist R, was gleich CD 
gesetzt war, gleich C (B -f^ K), oder gleieh CB -f- CK. Also ist 

P.(Q-f R) — P.(AB + CB+CK). 
Da hier K von P abhängig ist, CK also von P in ^em höheren 
Grade abhängt als CB , so kann es mit P kein geltendes Produkt 
liefern, kann also nach § 125 weggelassen werden. Es ist also der 
obige Ausdru<^ 

— p.(AB4-CB) 

=-P.(A + C)B. 

Da hier A imd C, also auch (A --|- C) dem P untergeordnet sind, PB 

aber oder H das Hauptsystem darstellt, so ist der letzte Ausdruck 

wieder 

-«H(A + C). 
Also sind die beiden zu veigleichenden Ausdrücke P . (Q-f-R) und 
P.Q-j-P.R demselben dritten Ausdrucke gleieh, also auch beide 
unter sich gleich. Kommt nun femer zu P das Hauptmass mehrmals^ 
etwa m mal, als Faktor hinzu, und eben so auch zu Q und R, zu 
den letzteren aber gleichvielmal, damit sie summirbar bleiben, etwa 
n mal ; so ist das so gut, als käme H zu jedem von d^n beiden Aus- 
drticken (m -|- n) mal als Faktor hinzu, also bleiben sie gleich, wenn 
sie es vorher waren. Da nun endlich dasselbe sich auch von den 
beiden Ausdrücken (Q4-R).P und Q.P-|-R.P sagen lässt, so 
folgt, dass das multiplikative Beziehungsgesetz auch für diese neuen 
Arten der Addition und Multiplikation ganz allgemein gilt. Somit 
gelten nun auch alle Gesetze, die darauf gegründet sind, d. h. 

„Alle Gesetze, welche die Beziehung der Multiplikation und 
Division zur Addition und Subtraktion ausdrücken, gelten noch 
inmier allgemein für jede Art der Addition und Multiplikation 
die bisher festgestellt ist." 
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§ 141. Für die Divisioii*) ei^«bt sieh sogleieh) dmn sie nnr 
dann real ist, wean Divisor und DividiMid eiaander eingeordnet eind, 
d. K. wenn entweder der Divisor dem Dividend untergeordnet ist, 
oder dieser jenem. Im ersteren Falle ist die Divirnon eine liasaerey 
im letzteren eine eingewandte; wenn daher beide Flllle sogleich 
eintreten, d. h. wenn Divisor und Dividend einander gleichartig 
sind, so kann die Division sowohl als äussere, wie aach als <einge- 
wandte aufgefasst werden. Und zwar gelten diese Bestimmungen 
nicht nur, wenn die zu verknüpfendeü Grössen reine Grössen, sondern 
auch wenn sie Beziehungsgrössen sind. In dem letzteren Falle 
kommt es dann darauf an, dass die e^eathfimUchen Werthe in der 
angegebenen Beziehung stehen, während das Hauptsystem, avtf welches 
sich beide Grössen beziehen, dasselbe ist. Hierbei kann dann der 
Fall dntreten, dass das Hauptmass im Divisor öfter als im Dividend 
als Faktor vorkommt; der Quotient erseheint dann als eine reine 
Grösse, welche m^rmals durch das Hauptmaas dividirt ist, oder 
weiche mit einer Potenz des Hauptmasses mukiplicirt ist, deren 
Exponent negativ ist. Wir fassen daher auch diese neue Grösse 
als Beziehungsgrösse auf, und nennen den Exponenten derjenigen 
Potenz des Hauptmasses, mit welcher der eigenthümliehe Werth 
einer Beziehungsgrösse durch Multiplikation verbunden ist, den Grad 
der Beziehimgsgrösse. Es ist somit die neue Grösse eine Beziehungs- 
grösse, deren Grad negativ ist, während der Grad der vorher be- 
trachteten positiv war, imd .auch die reine Grösse kann nun als 
Beziehungsgrösse nullten Grades aufgefasst werden. Hierbei muss 
ich noch bemerken, dass die Grössen nullter Stufe, und die das 
Hauptsjtem darstellenden Grössen, d. h. die Grössen o*ter und h-ter 
Stufe (wenn h die Stu&nzahl des Hauptsjstems ist) auf eine zwie- 
fadie Weise aufgefasst werden können. Nämlich „eine Grösse 
nullter Stufe und n-ten Grades kann als Grösse h-ter Stufe und 
(n — l)ten Grades aufgefasst werden", indem man den eigenthümlichen 
Werth jener Grösse, welcher eine blosse Zahlengrösse ist, mit einem 
der Faktoren, welche das Hauptmass darstellen, multiplicirt denkt, 
und dies Produkt als eigenthümlichen Werth jener Grösse auffassst, 
wodurch nattirlich der Grad derselben um 1 abnimmt. Eben so 



*) Vergleiche die Amnerkangen zu Seite 7 und 12. (1877.) 
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kann umgekehrt „jede Grösse h-ter Stufe und n-ten Grades als Grösse 
nullter Stufe and (n-f-l)ten Grades aa%e£ftsst werden." Im All- 
gemeinen wollen wir es voniehen, eine Mchie Grösse als Grösse 
naU*tw Stufe m betrachten. — Es kommt mis nim darauf an, die 
fiindeutigkeit des Quotienten au untersuchen. Es sei zu dem Ende 
A der Dividend, B der Divisor als erster Faktor, C ein Werth des 
Quotienten, so dass 

B.C — A 

ist, und der Quotient in der Form — - erscheint. Jeder Werth nun, 

B. 

welcher statt C gesetat jener Gleichung genügt, wird auch als ein 

besonderer Werth dieses Quotienten aufgefasst werden können. Jeder 

solche Werth wird aus dem Werthe C durch Addition erzeugt werden 

können , und zwar muss dann das zu C hinzuaddirte Stück mit B 

multiplicirt null geben, wenn das Produkt gleich A bleiben soll, und 

jedes solche hinzuaddirte Stück wird auch das Produkt gleich A 

lassen ; nun können wir ein solches Stück, was mit B multiplicut 

giebt , allgemein mit r^ bezeichnen, und daher sagen, wenn C ein 

B 

besonderer Werth des Quotienten ist, und B der Divisor, so sei der 

vollständige Werth des Quotienten gleich 

wie wir dies schon f(ir die äussere Division in § 62 dargethan haben. 

Doch müssen wir hierbei stets festhalten, dass hier unter — - zugleich 

B 

eine mit addirbare Grösse verstanden sein muss, d. h. eine Grösse, 

welche mit C von gleicher Stufe und gleichem Grade ist. Es wird 

also der Quotient eindeutig sein , wenn unter dieser Voraussetzung 

— - jedesmal ist, d. h. es keine andere Grösse dieser Art X giebt, 
B 

die mit B multiplicirt null giebt , als null selbst. Da das Produkt 

einer Grösse nullter Stufe, welche selbst nicht null ist, oder einer 

« 

Grösse, die das Hauptsystem darstellt, jedesmal einen geltenden 
Werth liefert, wenn der andere Faktor einen geltenden Werth hat, 
so folgt, dass wenn B einen geltenden Werth hat und zugleich ent- 
weder B selbst oder auch X eine Grösse nullter oder h-ter Stufe ist. 
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allemal X null sein rnttsse, wenn B . X Bull sein soll. Es wbd also 
auch in diesem Falle der Quotient eindeutig sein. Aber aueh in. 
keinem andern. Denn wenn beide Grössen B und X von mittlerer 
Stufe sind, d. h. wenn ihre Stufenzahlen zwischen und h liegen, 
so wird X, ohne dass es null wird, stets so angenommen werden 
können, dass B und X yon einander abhängig sind, und ihr nächst- 
umfassendes System doch nicht das Hauptsystem selbst ist; es wird 
also alsdann nach § 128 einen geltenden Werth für X geben, dessen 
Produkt mit B null giebt, d. h. es wird dann der Quotient nicht ein- 
deutig sein* Ist dw Divisor null, so wird, da null mit jeder Qrösse, 
die wir bisher kennen gelemt haben, zum Produkte verkntlpfb null 
giebt, auch der Dividend null sein müssen, wenn der Quotient eine 
der bisher entwickelten Ghrössen sein soll, und zwar wird dann jede 
dieser Grössen als ein besonderer Werth des Quotienten «o^^asst 
werden können. Ist der Dividend aber eme Grösse Ton geltendem 
Werthe, während der Divisor null ist, so erschdbt der Quotient ak 
eine Grösse von ganz neuer Gattung, die wir als unendliche Grösse 
bezeichnen können, während die bisher betrachteten als endliche er- 
schienen. Fassen wir nun die so eben gewonnenen Ergebnisse zu« 
sammen, indem wir zugleich bedenken, dass wenn C von 0-ter oder 
n-ter Stufe ist, Dividend und Divisor gleichartig sind; so gelagogen 
wir zu dem Satze : 

„Der Quotient stellt dann und nur dann einen einadgen, end- 
lichen Werth dar, wenn der Divisor v<m geltendem Werthe 
ist, und zugleich entweder selbst ab Grösse nuU-ter Stufe dar- 
gestellt werden kann*), oder dem Dividend gleichaitig ist. 
Sind Dividend und Divisor null , so ist der Quotient jede be- 
liebige endliche Ghrösse. Ist der Divisor null, der Dividend 
nicht, so ist der Quotient unendlich. In jedem andern Falle, 
d. h. wenn der Divisor nicht null ist und zugleich IHvisor und 
Quotient beide von mittlerer Stufe sind, ist der Quotient nur 
partiell bestimmt, und zwar erhält man dann aus eiu^nbesondem 
Werthe des Quotienten den allgemeinen, indem man den all- 
gemeinen Ausdruck einer Grösse, die mit dem Divisor multiplicirt 
null giebt, hinzuaddirt.^ 

*) Dena auch die Grösse n-ter Stufe kann, wie wir oben sahen, als 
0rös86 nnll-ter Stufe dargestellt werden. 
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Ein besonderea Interosse gewähren bier noch solche Ansärtteke, 
deren Divicbnd die Einheit ist, während der Diviaor eine Ghrtaie iron 

geltender Stufe darstellt, z. B. der Quotient -r-. Ist hier abcd oder 

ab 

H das Hanptmass, so ist 

wo "V" jede von ab abhängige Grösse zweiter Stufe darstellt, 
ab 

§ 14S. Um die Anal(^pe zwischen der äusseren Multiplikation 
tind der reinen eingewandten MnltipÜkatioin zu yoUenden , bleibt uns 
noch eine Betrachtung übrig. Nämlich es Hessen sieh bei der äusseren 
Multiplikation alle Grössen höherer Stufen als Produkte der Grössen 
erster Stufe darstellen, imd die Gesetze ihrer Verkntlpfung Hessen sich 
aus doi Verimtipfungsgesetzen für Grössen erster Stufb auf rein 
formelle Weise ableiten. Den Grössen erster Stufe entsprechen nach 
§ 138 bei der angewandten Multiplikation Grössen, deren Ergänzzahl 
eins ist, d. h. Grössen (h — l)-ter Stufe, wenn das Beziehungssystem 
ftir alle Grössen und Produkte dasselbe , und zwar ein System von 
h-ter Stufe ist. Durch ihre Multiplikatiim entstehen nach § 138 
Grössen, deren Ergänzxahlen die Einheit übertreffen, d. h. also deren 
Stufenzahlen kleiner sind als (h — 1). Es kommt daher, um die voll- 
ständige Analogie nachzuweisen , nur darauf an , die Analogie der 
Gesetze &iT diese Grössen erster und (h — l)-ter Stufe darzuthun. 
Die Identität dieser Gesetze, sofern sie nur die allgemeinen Ver- 
knüpfungsgesetze der vier Grundrechnungen (Addition , Subtraktion, 
Multiplikation , Division) darstellen, haben wir nachgewiesen. Auch 
haben wir gezeigt, dass die Gesetze der äusseren Multiplikation als 
solcher, sobald sie nur auf den Begriff der Stufenzahl und des ge- 
tDeinachafilichen Systemes zurückgehen, auch für die eingewandte 
auf ein festes Hauptsystem bezügliche Multiplikation gelt^i , wenn 
man statt dies. Begrifiisi der Stufenzahl den der Ergänzzahl , und statt 
des Begriffs des gemeinschaftlichen Systems den des näohstumfassen- 
den einführt und umgekehrt. Sofern daher der Begriff der Ab- 
hängigkeit, auf den alle besonderen Gesetze der äusseren Multiplikation, 
als auf ihre Wurzel, gegründet sind, durch den des gemeinschaft- 
lichen oder nächstumfassenden Systemes bestimmt ist, werden die 
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Oesetse der äusseren Multiplikation sich audi auf die reine eing«h 
wandte nach jenem Prineip übertragen lassen. Aber der Begriff 
der Abhängigkeit, welcher zuerst bei Grössen erster Stufe hervortrat, 
wurde ursprünglich gans anders bestimmt, nad yiele später ent- 
wickeltoi Gksetae grfinden sich auf diese urspiüngliehe Bestimmung. 
Nämlich es wurde ursprünglich eine Grösse erster Stufe dann als ab- 
hängig von einer Eeihe solcher Grössen dargestellt , wenn sich jene 
als Summe von Stücken ausdrücken lassen, welche diesen gleichartig 
sind, oder, wie wir es späterhin ausdrückten, wenn sich jene als 
Yielfachensumme von diesen darstellen lässt; und so nannten wir 
überhaupt mehrere Grössen erster Stufe von einander abhängig, wenn 
sich eine derselben als Yielfachensumme der übrigen darstellen lässt, 
und erst daraus folgte dann vermittekt des ursprünglichen BegrijBfs 
des Systemes , dass n Grössen erster Stufe dann und nur dann von 
einander abhängig sind , wenn sie von einem Systeme von niederer 
als der n-ten Stufe umfssst werden , und vermittelst des Begriffii der 
äusseren Multiplikation, dass das Produkt abhängiger Grössen, aber 
auch nur ein solches, null sei. Wir müsaw daher za, jener ur- 
sprünglichen Bestimmung auf unserm Gebiete das analoge suchen. 
Wenn zuerst in einem Systeme n-ter Stufe n Grössen erster Stufe 
gegeben waren, deren äusseres Produkt nicht null ist , so zeigte sich, 
dass jede andere Grösse erster Stufe , die diesem Systeme angehört, 
flieh als Yielfachensumme jener ersteren darstellen lässt» Der ana- 
loge Sata würde hier lauten: »Wenn in einem Systeme n-ter Stufe 
n Grössen (n — l)-ter Stufe gegeben sind, deren eingewandtes auf jenes 
System bezügliche Produkt nicht null ist , so lässt sich jede andere 
Grösse (n — l)ter Stufe, welche diesem Systeme angehört, als Yiel- 
fachensumme der ersteren darstellen." Der Beweis dieses Satzes 
ergiebt sich aus § 138. Nämlich nach dem «igeführten Para- 
graphen werden J0 (n — 1) von den n Faktoren , welche die im Satze 
ausgesprochene Besohafienheit haben , als gemeinschaftliches System 
ein System erster Stufe haben, während alle n Faktoren kein System 
von geltender Stufe gemeinschaftlich haben dürfen , wenn das Pro- 
dukt einen geltenden Werth haben soll. Es wird also im Ganzen 
n solcher Systeme erster Stufe geben, wovon immer je (n— 1) einem 
dw n Faktoren untergeordnet sind. Diese n Systeme erster Stufe 
mtisaen aber von einander unabhängig sein; denn wäre eins derselben 
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von den übrigen (n — 1) abbttngig , so rafüete e» in dem durch sie be- 
bedingten 67Bteine liegen (nach dem nrsprftngliohen Begriffe des 
Systems) ; es sind aber diese Übrigen einem der n Faktoren nnterge- 
ordnet, folglich müsste aii^ jenes erste System diesem Faktor unter- 
geordnet sein; es ist aber jenes erste System das den übrigen (n— 1) 
Faktoren gemeinschaltliche System, folglieh würde dies System allen 
n Faktoren gemeinschaftlich smn , also das Produkt nach § 138 nnll 
sein gegen die Voraussetznng. Es sind also in der That jene n 
Systeme erster Stufe von einander nnabh&ngig. Nehmen wir nun 
n beliebige Grössen erster St. an, welche diesen Systemen angehören, 
nnd also gleichfalls von einander unabhitngig sind, so wird ssuerst 
jeder der gegebenen n Faktoren, da ihm (n — 1) jener Grössen erster 
Stufe untergeordnet sind , und er selbst von (n — l)-ter Stufe ist, sich 
als Viel&ohes von dem äusseren Produkte jener Grössen darstellen 
lassen, femer wird jede Grösse erster Stufe, welche dem Haupt* 
Systeme (n-ter Stufe) angehört, sich als Vielfachensumme jener n 
Gtössen erster Stufe, also auch jede Ghrösse (n — l)-ter Stufe, die 
jenem Hauptsysteme angehört, sich als äusseres Produkt aus (n-— 1) 
solchen Vielfachensummen darstellen lassen. Das Produkt dieser 
(n — 1) Vielfachensummen verwandelt sich aber beim Durchmnlti- 
pliciren in eine Vielfachensumme von äusseren Produkten zu (n — 1) 
Faktoren aus jenen n Grössen erster Stufe , folglich auch , da diese 
Produkte den n gegebenen Faktoren gleichartig sind , in eine Viel- 
fachensumme dieser Faktoren. Wir haben also den oben ausge- 
sprochenen Satz bewiesen. Doch ist damit noch nicht unsere Aufgabe 
gelöst. Vielmehr beruhte das Wesen der äusseren Multiplikation 
als äusserer auf dem Satze, dass ein Produkt von Grössen erster 
Stufe dann und nur dann null sei , wenn sich eine derselben als Viel- 
fachensmnme der übrigen darstellen Hess ; und ehe wir diesen Satz 
nicht aixf unser Gebiet Übertragen haben, ist die Analogie noch nicht 
vollständig. Dass ein Produkt von Grössen (n — l)-ter Stufe dann 
allemal null sei, wenn eine derselben als Vielfachensumme der andern 
darstellbar ist , erhellt sogleich aus dem Gesetze des Durchmultipli- 
cirens, wenn man zugleich festhält , dass das Produkt zweier gleich- 
artiger Grössen (n — l)-ter Stufe null ist. Um zu beweisen, dass 
das Produkt auch nur dann null sei , wenn sich einer der Faktoren 
als Vielfochensumme der andern darstellen läast, müssen wir zeigen^ 
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dass, wenn sn einem geltenden Produkt von m Faktoren (n — l)«ter 
Stufe in einem Hai^yvteme n*ter Stufe ein Faktmr dertelbeii 
(n< — l)-ten Stufe hinxutritt, weleker das Produkt null maekt, siek 
dieser als Vielfachensumme der ersteren darstellen Itttfst. Daae ein 
Produkt aiu mekr als n Faktoren dieser Art null wird , liegt sdiön 
in dem allgemeinen Satxe § 1S8 , ei^bt siek aber amch sekon so- 
gleich aus dem vorher bewiesenen Satze. Wenn femer su n solchen 
Faktoren, deren Produkt einen geltraidea Werth hat, ein Faktor der- 
selben Stufe hinsokommt, so wird dieser einestheils das Produkt 
immer null machen, andemtheils sieh als VielfacheBSUmme jener n 
Faktoren darstellen lassen, wie wir oben zeigten. Es bleibt uns also, 
um* den Beweis unseres Satzes zu führen , nur der Fall zu berttek- 
sichtig«! ttbrig, dass die Anzahl der Faktoren (m) kleiner isl^ als die 
Stufe des Hauptsystemes (n). In diesem Falle können wk zur 
Führung des Beweises (n — ^m) Faktoren (n — l)-ter Stufe zu HUlfe 
nehmen, welche mit den gegebenen m Faktoren ein Produkt von 
geltendem Werthe liefern. Dann wird sich der Faktor (n — l)-ter 
Stufe, welcher zu dem Produkt der m gegebenen Faktoren (P) hinzu- 
treten und dasselbe null machen soll , nach dem vorher bewiesenen 
Satze als Vielfachensimime der sämmtlichen n Grössen , deren Pro- 
dukt geltenden Werth hat , darstellen lassen, d. h. ab Stmme, deren 
eines Stück (A) eine Vielfachensumme der gegebenen m Faktenren, 
und deren anderes Stück (B) eine Vielfachensumme der zu HüUe 
genommenen Faktoren ist , und zu beweisen bleibt , dass dies zweite 
Stück null sei. Multipliciren wir nun das Produkt der m gegebenen 
Faktoren P mit dieser Summe (A-f-B), so können wir das erste 
Stück ( A) weglassen , da es als Vielfachensumme von den ersten m 
Faktoren erseheint , also mit ihnen multiplicirt null giebt. Da mm 
das Produkt jener Summe und der m gegebenen Faktoren null be- 
tragen sollte, alsoP. (A-|«B)asO sein sollte, so folgt jetzt, dass das 
Produkt ihres zweiten Stückes in die m gegebenen Faktoren auch null 
sein müsse; also 

P.B — 0. 
Dies zweite BtüA B ist aber eine Vielfachensumme der zu Hülfe 
genommenen (n — m) Faktoren; und wir können zeigen, dass die 
Koeffici^ten dieser Vielfachensumme sXmmtlich null betragen müssmi, 
sie selbst also nuU sei. Zu dem Ende multiplicire man statt mit 



1 



Slg D|w eingswaadt« Broiukt. § 14S 



^br yiel£a<ieiuRitaime B mit ihren Stileken, so erlimt man eine Viel- 
^Mhwiflamme mit denselben Koefficienten, und swnr enthlllt jedes 
Glied ansser den m gegebenen Faktoren einen von den au Httlfe 
genomnienen. Um nun au beweisen, dass der Koeffieieat an irgend 
«ineaa solehen Gliede null sei, hat man nur noch mit denjoiigen 
(n--m**l) von den au Hülfe genommenen Faktoren, welohe diesem 
Gliede fehlen y beide Seiten der obigen Gleiohung, oder vielmehr 
deren Glieder au multipliciren, so ist klar, dass dann alle jene Glieder 
ausser dem einen wegfallen, und die Gleichung dann aussagt, dass 
dies Glied) also auch sein Koef&cient null seL Es sind somit sämmt- 
liehe Koefficienten der Viel&ehensumme B null, also sie selbst null; 
also der hinantretende Faktor, welcher gleich A-f"B gesetat war, 
gleidiA, d. h. eine Vielfachensumme der m gegebenen Faktoren, was 
wir beweisen wollten. Fassen wir daher die gewonnenen Besultate 
zusaaimen, so gelangen wir zu dem Satae : 

„Ein Produkt von Grössen (n — l)ter Stufe in Bezug auf ein 
Hauptsystem n-ter Stufe ist dann und nur dann null, wenn 
sich eine derselben als Vielfachensumme der übrigen darstellen 
lässt."" 

Durcb dies Gesetz ist nun die Analogie zwiBchen eingewandter 
und äusserer Multiplilcation , sobald das Beaiehungssystem ein und 
dasselbe bt und zugleich das Hauptsystem darstellt, dem alle in 
Betracht geaogenen Grössen angehören, vollendet Und alle Gh)- 
setae der äusseren Multiplikation, so weit die nachgewiesene Ana- 
logie reicht , d. h. welche auf die allgemeinen Verknüpfungsbegriffe, 
oder auf die Begriffe von Ueber<»dnung und Unterordnung der 
Grössen und auf die Stufenzahlen aurückgeht, werden in analoger 
Form , indem man nämlich die Begriffe der Ueberordnung und Un- 
terordnung vertauscht , den Begriff der Stufenzahlen aber durch den 
der Ergänzzahl ersetzt , auch für die eingewandte auf das Haupt- 
system bezügliche Multiplikation gelten. Und da auch das Hinzu- 
Algen von Faktoren , die das Hauptsystem darstellen, wenn es nur 
in allen Gliedern einer Gleichung gleich viefanal geschieht, die 
Gleichung nicht ändert, so bestehen jene Gesetze auch nocb, wtmoL 
»an statt der reinen Gcöaaen die BeaidiungBgrössen setzt, deren 
Beaidnmgsiystem gleichfells das Hiauptsystem ist. 
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§ 148.*) Naehdma iob nun dievollkommaie ABal<^giezwiBdiMi 
4Mii88erer und eingewandte Mnltiplikadoii ^därgetiian habe, will ick 
noch auf eine Erweiterung der hisherigen Betrachtongsweige auf* 
meiluaa maehen* Hat man nfimlich mehrere Grössen, weldie d)tm* 
selben STsteme a-t«c Stofe ttbergeordaet vnd demselben Systeme 
(a^.b)ter Stufe untergeordnet sind, so kann man fieselben als 
Prodiakte darstellen , deren einer Faktor (A) yen a-ter Stufe und lA 
allen derselbe ist ^ w^ahrend die andern Faktoren demselben Systeme 
b-ter Stufe , B , welches von A uaabhängig ist , angehören^ Dann 
lenobtet sogleich ein, dass jede Zahlenreladom , welche «wischen 
diesen Faktoren, die dem Systeme B angehören, statt findet, such 
^wiad&en den un^rttnglichen Grössen (da sie dvreh Multiplikation 
der letzteren mit A henrorgdien) herrschen müsse , und mngricehrt, 
dass jede Zahlenrelation , welche zwischen cUesen letzteren herrscht, 
auch zwischen den ersteren herrschen müsse (da man nach § 81 
in den Gleichungrai, welche jene Zahlenrelation darstellen, den Fak^ 
tor A we^assen darf). Nehmen wir namentlich Grössen (a ^ 1) ter 
Stufe an z. B. Ac, Ad, . • . . , wo c, d, . . . . dem Systeme B angehören, 
eo werden zwischen Ac, Ad,... dieselben Zahlenrelationen herrsehen, 
wie zwischen c, d , . . . und umgekehrt. Setzt man daher den Begriff 
des Produktes solcher Grössen Ac, Ad, .... so fest, dass es null wird, 
wenn da» Produkt der entsprechenden Grössen o, d, .... es wird; so 
wird man nun alle Begri^ und Gesetze tob Grössen erster Stufe in 
einem Systeme b*ter Stufe, also auch alle Begriffe und Gesetze von 
Grössen höherer Stufen in einem soldien Systeme, auf jene Grasen 
(a^l) ter Stufe, und die darafts auf gleiche Weise erzeugten Grössen 
libertragen können. Hierdurch entwickelt sich eine Reihe neuer 
Begriffe , von denen ich die wicbtigeten hier kurz znsammenstrilen 
will. Wir können die Vereinigung zweier solcher Systeme, rwk 
denen das eine dem andern untergeordnet ist , ein D^q^pelsystem 
nennen, und sagen, eine Grösse sei diesem Doppelsystem eingeordnet, 
wenn ale dem einen der beiden Systeme, aus denen dasDopp^system 
besteht, libergeordnet, dem andern untergeordnet ist Wir können 
das höhere von den beiden Systemen, a«s denen das Dofpelsystem 



*) Auch die hier ang^edentete Erweiterung des Be^iffes i&t in der 
Ausg. Ton lees von mbr att%egeben werden. (18t7.) 
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iMflteht, das Obersystem, das niedere dasUnteraystem nennen. Dann 
aaigt sieh, wie ein auf eiki DoppelBystem beattgliches Produkt ssweier 
gekendtei Werthe , die dem Doppelsystem eingeordnet sind, allemal 
dann f aber anch nur dann noü ist, wenn das den beiden Faktoren 
gemeinsclialQiche System Ton li(äierer Stofe ak das Untersystem, 
und sngleich das sie« zunäohst umfassende von niederer Stufe als das 
Obttwystem ist , dass femer eän Produkt Ton geltendem Wertbe in 
Bemg auf jisnes Doppelsystem als äusseres ersebeint , wenn das den 
Faktoren gens^nsehaffcliche System das Untersystem ist, und als ein 
eingewandtes, wenn das sie aunficbst umfassende System das Ober- 
system ist, und dass endlich ein solehesP^oduikt zugleieb als äusseres 
und eingewandtes aofgelasst werden kann , wenn beide Bedii^mEigen 
augleieb ^rfUU sind. Zagleieh erweitert sieb hierdurch der Begriff 
der BeaiebungBgrSsse , indem diese nun in der Foim der Unterord- 
nung ab Produkt von Q-rtaen erscheinen kann , weiche 3 versehie- 
dene einander eingeordnete Systeme darstellen, von denen die erste 
das Obersystem , die letzte das Untersystem , und die mittlere das 
eigenthfimlifihe System der Grösse ist. Um daher den eigenthüm- 
Uchen Werth einer sdLehen Beaiehungsgrßsse aufau^usen, werden 
aw^ Masse erforderlich sein , von denen das eine dem Obersystem, 
das andere dem Untersysteme zugehört; und nur in Beeng auf ein 
solches Doppelmass wird diese neue Beaiehungsgrltase einen be- 
stimmten eigenthümlichen Werth darlneten. Da auch die Be- 
xiehuttgsgrStBSen, wielche sidi auf ein einfaches System beziehen, 
aJis auf ein Doppelsystem bezägliehe angesehen werden können, 
dessen Untersyst^a von nuUter Stuls ist, so zeigt mAy dass die 
neu gewonnene Grössengattnng von allgemeinerer Natur ist und 
jene erstere als bosondere Gattung unter sich begreifL Da femer 
die Beziehungsgrössen als allgemeinere Grössengattung zu den reinen 
Blementargrössen, und diese wieder als allgemmnere Grössen- 
gattung zu den reinen Ausdehnungsgrössen aufbauen, so bilden die 
Beziehangsgrössen überhaupt die allgemeinste Grössengattung, zu 
wdisher wir auf dieser Stufe gelangen. Da zugleich auch die reine 
Multiplikation als die allgemeinste Multiplikationsweiae sich darstellt, 
bei welcher noch die allgemeinen multiplikativen Gesetze und nament- 
lich auch das Zusammenfassungsgesetz fortbesteht, so erscheint hier 
die theoretische Darstellung dieses Theils der Ausdehnungslehre als 
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TollBndet, inAofern man meht auch die MolüplikationsweiBen in 
Betracht ziehen will , für welche das ZnsammenfassongflgesetK nicht 
mehr gilt. *) Wir sdireitan daher zu den Anwendungen , und be- 
halten dem folgenden Kapitel nur noch die specielle Behandlung der 
Yerwandtschaftsverhältnisse vor, welche am geeignetsten erscheint, 
mn die in diesem Theile gewonnenen Ergebnisse in einander zu 
Terflechten, und ihre gegeni^tigen Beziehungen ans licht treten 
zu lassen. 

§ 144. Zunttchst ergeben sich aus dem allgememen Begriie 
ftlr die Ge<»netrie folgende Resultate : Dag I^odukt zweier Linien- 
grossen in der Ebene ist der Durdbschnittspunkt beider lini^i , ver- 
bunden mit einem Theil jener Ebene als Faktor; sind z. B. ab und 
ac , wo a y b , e Punkte vorstellen, die beiden Liniengrössen , so ist 
ihr Produkt abc . a ; femer das Produkt dreier Liniengrössen in der 
Ebene ist gleich dem zw^mal als Faktor gesetzten doppelten Flttchen- 
inhalt des von den Linien eingeschlossenen Dreiecks, nmltiplicirt 
mit dem Produkt der drei Quotienten , welche ausdrücken , wie oft 
jede Seite in der zugehörigen Liniengrösse enthalten ist; denn 
sind a , b , c jene 3 Punkte , und mab , nac , pbc, wo m, n, p Zahl- 
grossen sind, die drei Liniengrössen, so ist das Produkt derselben 
gleich 

mnp . abc . abc. 

Das Produkt zweier Plangrössen im Baume ist ein Theil der Durch- 
schnittskante multiplicirt mit einem Theil des Raumes, z. B. abc.abd 
e» abcd . ab , femer das Produkt dreier Plangrössen ist der Durch- 
Bchnittspunkt der drei Ebenen multiplicirt mit zwei Theilen des 
Raumes z. B. abc . abd . acd «s abcd . abcd . a. Das Produkt von 
vier Plangrössen stellt 3 als Faktoren verbundene Theile des Raums 
dar, z. B. mabc . nadb . paed . qbcd «» mnpq . abod . abcd . abcd. Dies 
letzte Produkt wird null, wenn eine der Grössen m...q es wird, 
oder wenn der eingeschlossene Körperraum null wird , d. h. die 4 
Ebenen sich in einem Punkte scheiden , wie dies auch schon im Be- 
griff liegt. Das Produkt einer Liniengrösse imd einer Plangrösse ist 



*) Wie solche Produkte, welche allerdings auch eine mannigfache An- 
wendong gestatten, va behandeln seien, habe ich am Schlüsse des Werkes 
anzudeuten gesucht. 
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ein Th«ä[ d^s Baimes miilti|^lieirt mk dem Dnrchsclinittepiiiikt, 
s. £. ab . aeb "B abcd • a. 

Ich habe oben (§ 118) die Methode, die Karvea nnd Ober- 
flächen durch Gleichimgen darzustellen, nnt unserer Wissenschaft 
in Beziehung gesetzt , und geze%t, wie z. B. eine Oberfläche als 
geometrischer Ort emes Punktes dargestellt werden kann, zwischen 
dessen Zeigern (in Bezug auf irgend ein Richtsystem) eine Glei- 
chung statt findet ; ich habe dort gezeigt , wie die Oberfläche auch 
als Umhülle einer verändeilichen Ebene oder vielmehr Plangrösse 
dargestellt werden kann, zwisdien deren Zeigern eine Gleichung 
n-ten Grades statt findet , und idi habe dort angedeutet , dass die 
umhtülte Oberfläche dann eine Oberfläche n-ter Klasse sei ; dies 
hängt davon ab, dass die Gleichung zwischen d^i Zeigern einer 
veränderlichen Ebene, welche einen festen Punkt umhtült, dann von 
erstem Ghrade ist. In der That ist a dieser Punkt und P die 
Ebene , so hat man sogleich für den Fall , dass P durch a geht , die 
Gleichung 

P.a=«0. 

Sind A , B , C , D die vier Eichtmasse dritter Stufe, als deren Viel- 
fachensumme P erscheint , und wird einer der Zeiger z. B. der von 
D =3 1 gesetzt (was immer , da es auf den Masswerth *) von P nicht 
ankommt, verstattet igt), und ist 

P = xA-f-yB + zC + D, 
so erhält man 

0«=Pa=xAa-fyBa4-zCa + Da, 

was eine Gleichung ersten Grades ist ; somit erscheint , wie es sein 
muss , der Punkt als Oberfläche erster Klasse. Will man die Glei- 
chung eines Punktes aufstellen , der durch 3 feste Ebenen bestimmt 
ist, oder, was dasselbe ist, will man die Bedingung aufstellen , unter 
welcher eine Ebene P mit drei andern A , B , C durch denselben 
Punkt geht, so hat man sogleich 

P.A.B.C = 0, 
eine Gleichung, welche die höchst verwickelten Gleichungen, zu 



*) So nenne ich das Quantum der Grösse, wenn Mir System echon 
feststeht. 



ddnexi die gewöhnliche' Kaordiaateiunetfaode führt, Tollkonunea er- 
Betat. 

§ 145. Die Gleichungen iUr die Kurven und knuamen Ober- 
flächen, wie wir sie bisher dttrstellten , waren, da sie swisehen den 
Zeigern der veränderlichen Grösse statt fanden , rein arithmetischer 
Natar , tmd beaogen sich jedesmal auf bestimmte mit der Natur des 
durch die Gleichung dargestellten Gebildes in keinem Zusammen* 
hang stehende Bichtsysteme ; und nur die Gleichungen ersten Gra- 
des stellten wir in rein geometrischer Form dar. In der That 
konnten auch nur diese , wenn wir bei dem reinen Produkte stehen 
blieben , in geometrischer Form dargestellt werden , indem die ver- 
änderliche Grösse dann nur einmal als Faktor vorkommen konnte* 
Dagegen bietet uns das gemischte Produkt ein ausgezeichnetes 
Mittel dar , um die Kurven und Oberflächen höherer Grade in rein 
geometrischer Form darzustellen. Es ist nämlich sogleich klar, dass, 
wenn wir eine beliebige Gleichung zwischen Ausdehnungsgrössen 
haben , deren Glieder gemischte Produkte sind , der Grad der Glei- 
chung in Bezug auf eine derselben (P) stets so hoch ist, als die 
Anssahl (m) beträgt , wie oft diese Ausdehnungsgrösse (P) in einem 
und demselben Gliede von geltendem Werthe höchstens &h Faktor 
vorkommt, d. h. dass sie durch Zahlengleichungen ersetzt wird , von 
denen wenigstens Eine in Bezug auf die Zeiger der veränderlichen 
Ausdehnungsgrösse einen Grad erreicht, welcher jener Anzahl gleich 
ist. Dies folgt unmittelbar , da man , um zu den ersetzenden Zah- 
lengleichungen zu gehingen , nur statt jeder Grösse die Summe aus 
den Produkten ihrer Zeiger in die zuigehörigen Bichtmasse zu 
setzen , dann die Gesetze der Multiplikation bei jedem Gliede der 
gegebenen Gleichung anzuwenden hat, indem man statt mit der 
Summe zu multipliciren mit den einzelnen Stücken multiplicirt, 
und dann die Glieder, welche demselben Richtgebiete gleichartig 
sind , jedesmal zu Einer Gleichung vereinigt. Es ist klar , dass da- 
bei die Zeiger der veränderlichen Grösse P in einem Gliede so oft 
als Faktoren erscheinen, als P in dem Gliede, aus welchem das 
erstere hervorging, als Faktor vorkam. Somit kann also der Ghrad 
dieser Zeigergleichungen nie höher sein, als die oben bezeichnete 
Anzahl (m) beträgt. Aber es muss auch wenigstens eine derselben 
diesen Grad (m) wirklich erreichen ; denn wäre dies nicht der Fall, 



224 IHM «in^emndte Produkt. § 146 

80 mÜBSten die sämmtlichen Glieder , welche aus demjemgen G-liede 
hervorgehen , was jene Grösse in höchster Anzahl als Faktor ent- 
hlüt , null werden ; also auch jenes Glied selbst null sein , wider die 
Vorattssetzung. Es ist also die Geltung des oben aufgestellten 
8atzes bewiesen. Hierbei haben wür noch zu bemerken, dass die 
Gleichung im Allgemeinen nicht nur das System der verftnderlichen 
Grösse bestimmt , sondern auch ihren Masswerth. Bei der gewöhn- 
lidien Betiaohtang der Kurven und Oberflächen kommt es aber nur 
auf die Bestimmung des Systems an*), obgleich auch der Masswerth 
fttr die Theme nicht ohne Interesse ist. Wollen wir also uns der 
gewöhnlichen Betrachtungsweise annähern , so haben wir die allge- 
meine Gleichung so zu specialisiren , dass dadurch der Masswerth 
nicht mit bestimmt ist , d. h. dass , wenn irgend eine Ausdehnungs- 
grösse der (ursprttnglichen) Gleichung genttgt , auch jede ihr gleich- 
artige , d. h. , deren Zeiger denen der ersteren proportional sind, 
derselben gentigen wird. Es ist sogleich einleuchtend, dass dann 
in allen Gliedern der Gleichung die Grösse P in gleicher Anzahl 
(m) als Faktor vorkommen muss, und dass dann auch die Zeiger- 
gieichung eine symmetrische desselben Grades wird , d. h. in allen 
Gliedern eben so viele (m) Zeiger von P als Faktoren vorkommen 
werden. Dividirt man dann die Gleichung durch die m-te Potenz 
von einem der Zeiger, so erhält man (unter der Voraussetzung , dass 
jener Zeiger nicht null ist) die Gleichung in der gewöhnlichen Form, 
in welcher sie ein Gebilde m-ten Ghrades bestimmt. 

§ 146. Wir beschränken uns , um die Bedeutung dieses bis- 
her noch unbekannten Satzes, welcher über den Zusammenhang 
der Kurven und Oberflächen ein bisher wohl kaum geahntes Licht 
verbreitet, zur Anschauung zu bringen, auf die Kurven in der Ebene, 
indem die analoge Betrachtung der Kurven im Räume und der 
krummen Oberflächen dann kaum noch einer Erläuterung bedarf. 
Es zeigt sich sogleich, das die geometrische Gleichung nur dann 



*) Z. B. wenn eine Kurve als geometrischer Ort eines Punktes bestimmt 
werden soll, so kommt es nur auf die Lage dieses Punktes, nicht auf das ihm 
anhaftende Gewicht an ; oder soll die Kurve als umhülle einer veränderlichen 
geraden Linie aufgefasst werden , so kommt es eben nur auf die Lage jener 
Linie an, nicht auf deren Länge, also tiberall auf das System, nicht auf den 
Masswerth. 
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eine Korr« dfttsteUea wivd > #«im sie dveeli Bm6 andimctisdie «f^ 
seist wird, d. h; I^Mm lie^ ds die Ebene ein 13eiiioittai»j8teiti^^tter 
Stufe isti gleich&Us yen dritteir Stafe ist. fiierdtirdi «tg^toa iieh 
dann immt dem aUgemüneil Salse dee vorigen § folgeoideS^^eialslltae : 
„Wenn dk Lage eines Punktes (p) In der Ebene dadioreh be- 
sehrttokt ist , «blas 3 Pnilkie, welche dnrdi Konattd^tioaen ver- 
mil^telst des LiaciALai «as jenem Punkte (p) nnd ans einer ge- 
gebenen Reihe fest^ gerader linien oder Punkte henrorgehea, 
in Einer geraden Linie liegen (oder dvei solehe Qrade dnreh 
£inett Pnokt gehen) , ao ist der Ort jenes Punktes (p) eine 
algebraische Kurve, deren Ordnung man durdi blosses Nach- 
zählen findet. NämKch man hat nur nachmuillhl«i, wie oft bei 
den angenommenen Konstruktionen auf den beweglichen Punkt 
p zurftckgegangen wird, <^e dass man auf einen andern beweg- 
lichen Punkt luröckgeht ; die so erhaltene Zahl (m) ist dann 
die Ordnungszahl der Kurve. ^ 

Es ist hierbei klar , dass , wenn man auf ein^i andern beweg- 
lichen Punkt zurückgeht , bei dessen Eraeugung p selbst n-mal an- 
gewandt ist, es dasselbe ist, als wäre man auf p adbst n-nial su- 
^okgegangen. Der Beweis besüehit nnr darin , dass idi seige , wie 
daratis eine geoudtoisehe Gleichung hertorgeht , in der p so ofl als 
Faktor eines Gliedes erscheiDt. Jede Konstruktion vermittelst des 
Lineals in der Ebene besteht näadiqh darin, dass entweder 2 Punkte 
durch eine gerade Linie verbunden, oder der Durchschnittspunkt 
zweier gerader Linien bestimmt wird; die gerade linie zwisch^o. 
den beiden Punkten ist aber das Produkt derselben, und der Durch- 
6<dinittspunkt zweier geraden Linien , wenn es nicht auf das Gewicht 
ankommt, gleichfalls ihr Produkt; folgUdi kann ich jeder linealen 
Konstruktion , bei weloker ein Punkt oder «ine Linie angewandt 
wird, eine Multiplikation mit diesem Punkte ^oder dieser Linie sub- 
stitttiren ; die 3 Punkte oder Geraden , welche somit durch lineale 
Konstruktionen ans d^ gegebenen und der veränderlichen Grösse 
erfolgen , werden als Produkte derselben erscheinen ; und da jene S 
Punkte in einer g. L. Mtog^n , oder jene 3 Linien durch einen Punkt 
gehen sollen , so heis^t das , ihr Produkt ist null , also hat man eine 
geom^rische Gleichung aus einem Gliede, in welchem p so oft 

ils Faktor erschdnt ^ alis es bei jenen Konstruktionen angewandt ist, 

15 



^6 Dm «IngbirMdU IVM«I*. §147 



also ist die entstehoide 'Knirve ron efcpen «ö Tieltdr Ovlnwftg. - Des 
entapvechenden Sste für die dvrdi eme^ vetfHnderlich^ Gerade mn- 
litÜHe Kurve eiiiih man cas-dem dbiged, ^enm man die Amditleke 
Paukt and 'Gerade verirecliseh, and AtaltdesiAmdmelu „Ordawig^ 
den Aufldrack „Klaise^ein^ihrt, Ibh-will Ueri noch bemerken, 
data dieee fitttse ohne alle-Einaehiliikttdg gidtfen, wtann man nur 
feaüiiit, dang der Ort einee Pinktea, demen Koordinaten dnrek eine 
Gleiohong m-ten Otades von eSnaader abhingen, okne Ansiiahme 
ids Kurve m-ter Ordnoag aufiEufassen bt, mig diese Kurve nrnt eine 
Gestalt annebmen, welcbe' sie will, mag siei 2. B. in eüi System von 
m geraden Linaen ttbeigehen, and mittgeJi selbst beliebig viele dieser 
Greraden xasamm6a£idlen. 

§ 147. Um diesen Satz aiif einen ^ hoch" speeielleron Fall zu 
Überträgen, will ich die geonietria^ke Gleickimg Atr die Kurven 
zweiter Ortung au^Hielton. Ist p der verttudsflieke Punkt, so hat 
man als Gleichung des zweiten Grades, wenn die Ueinen Bachstaben 
Punkte, die grossen Linien vorst^ien, 

paBcDepnsO, . . 

oder, in Worten ausgedrüekt, ,^w«nn die Smten eines Dreiecks aieh 
xtm 3 ÜBSte Punkte a, e, e schwanken, wMlirend zwei Ecken sich in 
zwei festen Geraden B und D bewegen, so beschreibt cKe «britteEcke 
einen Kegelschnitt. Die Gleichhing eines Kegelschnittes, welcher 
durch' 5 Punkte a, b, c, d, e geht, ist 

(pa .bc) (pd.ce) (db.ae)«BO; 
dass sie nämlich ein Kegelschnitt sei , folgt aus dem allgemeinen 
Satze ; dass die 5 Punkte a, b, c, d, e in ihm liegen) eigiebt sich 
leicht, indem' jeder derselbeo statt p gesetat der Gleichung genftgt. 
Nämlich zuerst ist klar, dass, wenn mah p gleich a oder d setzt, 
auch ein Faktor, nämlich pa oder pd mall wird, also das ganze Produkt 
null wird, also sind a und d Punkte des Kegelschnittes ; femer wenn 
p gleich c ist , so stellen die beiden ersten Faktoren des ganzen 
Produktes beide den Punkt c dar, also ist ihr Produkt null ; ist p 
gleich b, so stellt der erste Fakter des ganzen Produktes die Gk*^se 
b dar, das Produkt der beiden letzten die Grösse bd, und bbd ist 
null ; ist p gleich e, so stellt dei^ 'mittlere Faktor die Grösse e dar,, 
das Produkt der beiden andern stellt die Grösse ae dar, und eae ist 
wieder null. Also liegen alle 6 Pqnkte in jenem Kegelschnitt, und 



§ 14S — 149 Kvfwtn in der SbMM. ^ Keifelschnitte. j^ ff 



es ist also die Aufgabe, die GHeickui^ emes dwnii 5 Piiidato. be- 
stfmmtmiK^kcknittes «nfsainden, dadutroh gelöst; Uebrigeas stellt 
jeneOleicbmig niebts and«» «k die bekawiiiiei}igeni8diaftde8m3rsti8ebe& 
Secbsecks dar. 

§ 148. Idi kttBM miob bier niobt auf di» Bsfewieklnag der 
neuen Kunrentbeoiie endassen, welcbb durdideiiTeuiiiir.ai%estel]tai 
allgemeiueii Satz bedii%t ist; idi muss micb Uer damüS begtittgen, 
den Sata seflbst in seiner ABgemeinbext biBgeMllt^ und dmwb jeine 
AnwonduBg auf die emfacbsten Fülle seine Bedeutung ansidiauli(A 
gemaebt au beben. leb: bin ttbeiaeugt, dass sdion bierdurdi sowobl 
dieEiafaobbeit als aucb die «iisgezei<^aiete AUgemeinbeiA jenes Sataes 
klar geworden sein wird; indem ja in der Tbat alle Stftaey welebe 
auf die Abbängigkeit der Kurven von linealen Könstrufctiotien sieh 
beeieben, bieraus mit der grt^sstmi Leiohftigkeit berrorstHJmeUy wfllbrend 
ibre Ableitung bisber, wenn jene Sätze tlbeibaupt bektnnt waren, 
vennittelst weitlttttigi^r Tbeorien erfolgte, und jeder dieser Sätae eine 
eigne Ableitung erforderte. £s ist aueb klar genug, wie mim jetzt 
diesen allgiemeinen Satz aueb ohne HMlfe der von mit angewandten 
Analyse ebne Sebwierigkeit beweisen kann ; aber eist durcb sie tritt 
der Satz in seiner unmittelbaren fi[larbeit beiYÖr, wie er 4ucb dnrc^ 
sie aufgefunden ist ; und zugleiefa bietet diese Analyse den böebst 
wiebtigen Yortiml dar, die dureb lineale Konstmktiöiien bestiminten 
Kurven auf gieieb einfaebe Weise durcb Gfleiebungen darzustellen. 
Wie der Satz eben so auf Kurveü im Baume und äaif krumme Ober- 
fläcben übertragen werden kann, bedarf keiner Auseinandersetzung, 
da der allgemeine Satz in § 145 dies scbon in viel grösserer Allgemein- 
beit für die abstrakte Wissenscbaft leistet. 



Viertes KapiteL 

Verwandtscbaftsbeziebungen. 

§ 149. Wir knüpfen die Darstellung der Verwandtscbafts- 
beziebungen an den Begriff der Abscbattnng. Unter der Abscbattmg 
einer Grösse A auf ein Grandsystem G nacb einem Leitsysteme L 

verstanden wir (§ 82) diejenige Grösse A', weiebe dem Gmndsysteme 

16* 



VerwMidtoekaftibMiftkBac«». § 149 

Q sragehOrt, wai mit emeoi ÜMile 4eB Ldtaystemes (L) gleidies 
Produkt liefert) wie die abgeebkatlele GvSne (A), wobei vofamg^&eM^ 
wurde, dase G von L imnbKi«g% ist, vmA dee System I^ dasHM^* 
System diEurstellt, auf welches sich jenes Produkt besieht. Diese Er- 
Idäning stelltsa wir dort (in § 83) nur ftr den Fall fest, dass unter 
den €hrtaen A, L, CJ: reine Ausdehnmuga^rössen yerstaaden seien, 
und die MnhiflikaAion eine äiBssere, also A deii Chnindsysteme G 
untergeordnet lei. Diese ErUMr«n|^ erweiterten wir in § 108, indem 
wir statt der Ausdehnunfpsgrössen eine allgeaieisere Grösaengattnng, 
cfieMementaigrössen einführten, und in § 142 deuteten wireinenoeh 
weiter veicheode Verallgemeineniag an, indem statt der lUisseren 
Multiplikation mit den nOthigen YerHnderungea und Besehrlinkuagen 
die eingewandte eingefUirt werden konnte. Halten wur die Bestimmung 
fest, dass awei GrDssen einander eingeordnet genannt werden, wenn 
eine von ihnen der andern untergeordnet ist, b6 können wir s^^ • 
,YÜnter der Abschattnng einer reinen Grösse A auf ein Grundaystem 
G nach einem Leitsjateme L verstehen wir diejenige Grrttsse A', 
welche dem Gmndsysteme G eingeordnet ist, und mit einem Theile 
von L in Besug auf das ans Grandsjstem und LeilsjBtein kombinirte 
fiystom LG multiplicirt dasselbe Produkt liefert, wie die abgeschattete 
Grttoe A." Dabei ist also vorausgesetzt, dass LG ein äusseres 
Produkt davsteUt, und das Hauptsystem ist, dem aneh die GrMe A 
angehört, und auf welehes sieh dieMuHipfikaticm beoinht. Eaergiebt 
sidk hieraoa sogleich im allgemeinsten Säone die höehot einfache 
GMehung 

, . LA . G 

^ LG 

In derThat, da LA nach der Definition gleich LA' ist, so ist auch 

LA.G — LA'.G; 
und da hier gleichfalls nadi dar Definition A' und G einander ein- 
geordnet sind, so kann man A' und G nach § 138 vertauschen und 
erhält somit den Ausdruck der rechten Seite 

-=*I4G,A'. 
fiemit ist nnn, indem man iarck LG die gewonnette Gkiehung 

LA.G^LG.A' 
dividirt, die Siehtigkeh der oben aofg^fiteUten Gleichung 



& 150 Allgemeiner Begfif dar Akneliattsag n. Projektion. 229 

., LA.G 
^ LG 

erwiesen, d, h. 

„man erhält die Absdiattang emor Ghrösse, wenn man das Lett<* 
System mh ihr nnd dem Onmcfe jsteme fitMrtschreitend mxiltiplieirt, 
und das Resultat durch das Produkt des Leitsystems in da« 
Qrundsystem dmdirt.^ 

Hierdurch ist die in § 85 gestellte Aufgabe, die Abschattung 
analytisch auszudrücken, wenn die abzuschattende Grösse und der 
Sinn ihrer Abschattung d. h. Grundsystem und Leitsystem gegeben 
sind, für reine Grossen allgemein gelöst. 

§ 150. Für Beaehungsgrössen haben wir nur festzusetzen, 
dass ihre Abschattung gefunden wird, wenn man sowohl ihren eigene 
thitmlichen Werth in Bezug auf irgend ein Mass, als auch dies Mass 
abschattet, und in den Ausdruck der Beziehungsgrösse diese Ab* 
sehattungen statt jener Grössen einftlhrt. Ist z. B. H> . A die 
Bezieliui%e^;rÖBse, H ihrHauptmass und dndH', A'dieAbschattui^en 
von H und A nach irgend einem Bichtsystema genommen, so. ift 
H'' . A' die Abschattnng der Beziehungsgrösse H* . A nach demselben 
Biehtsysteme. Es li^ übrigens in der ursprünglichen Definitiott, 
dass die Abschattnng einer Zahlengrösse sowohl, als einer Grösse, 
die daa ELauptsystem LG darstellt, der abgeschatteten Gbfösse selbst 
gleich ist. Daraus folgt, dass, wenn das Beziehungssystem einer 
Beziehungsgrösse mit dem Hauptsysteme LG zusammenimU, man 
dann, um die Beziehungsgrösse abzuschatten, nur ihren eigenthüm- 
liehen Werth abzuschatten braucht, und das dann für die Ab- 
schattung der Beziehungsgrösse noch die für reine G>^<^s8en angestellte 
Definition der. Abschattung gilt. Wir wollen die Abschattung eine 
äussere oder eingewandte nennen, je nachdem das Produkt LA ein 
äusseres oder eingewandtes, d. h. je nachdem die abzuschattende 
Grösse von niederer oder höherer Stufe ist, als das Grundsystem. 
Ist sie yOB gleicher Stufe, so kann LA als änsserea mmi aueh als ein- 
gewandtes Produkt aufgefasst, die Abschattnng dann also gldehfiHi 
auf beiderlei Arten benannt werden. 

§ 151. Nennt man das System des Produktes aweier Qvttisen 
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die Kombination*) dieser Grössen oder ihrer Systeme, nnd nennt 
man das System der Abschattung die Projektion des Systems der 
abgeschatteten Grösse, so kann man sagen, die Projektion eines 
Systemes werde gefanden , wenn man das System fortschreitend mit 
dem Leitsysteme nnd dem Qnnidaystem^ 4co/mbimrt. Lidern wir 
dann die Projektion irgend einer G^santmtlwilk von Elementen, deren 
umfassendes System von gleiclrtr oder niedeiser' Stttfe ist, als das 
Grandsystem, als Gesammtheit der Projek^öo^n dieser Elemente 
definiren, so haben wir den gewöhnlic^eii Begriff der Projektion nor 
in etwas erweiterter Form ; und es sei|^ sich, wie sich die Projektion 
von der Abschattung nur durch den Mass werthunterscheidet^ während 
das System dasselbe ist. Um dies auf die Geometrie anzuwenden, 
wollen wir zuerst als Grundsystem eine Linie G, lals Leitsystem eine 
davon unabhängige Elementargrösse erster Stüfö I, d. h. da es nur 
auf das System ankommt, entweder einen trankt oder eine Bichtung 
setzen. Die Projektion eines Punktes a ist dann der Durchschnitt 
der Linie al mit G (Fig. 13) , während die Abschattung a" gleich 

la.G . 

' ist, Lit 1 ein^ R|f btung (oder eine, mit diesf^ Richtung bc^bte 

Strecke), so. ist die Projektion der Durchschnitt einer von a aus nach 
dieser Sichtung gezogenen Linie mit der Grundlinie G. Ist das 
Grundsystem ein Punkt g, das Leitsyntem eine Linie L, so wird eine 
Linie A projicirt, indem man den Durchschnitt zwischen A und L 
mit g verbindet (s. Fig. 14)**). Die Abschattung eines Theiles 
jener Linie, den wir gleichfalls mit Abezeichnen, wird dann dargestellt 
durch die Gleichung 

A «»-* — 

Nach dieser Analogie wird man sich leicht eine Anschauung bilden 
können von der Projektion eines Punktes oder einer Linie, wenn 
das Grundsystem eine Ebene, das Leitsystem ein Punkt oder eine 
Richtung ist, ferner von der eines Punktes oder einer Ebene, wenn 



*) Kack diiMem Begriffe ist die Konbisation, wenn das antipieehende 
Produkt aall i$% unbestimmt. 

**) Man ist swar nicht gewohnt, die so entstehende Linie als Projektion 
SU betrachten; allein die Analogie fordert diese Betrachtungsweise. Dio 
Projektion ist hier nämlich eine eingewandte, s. o. 
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Leitsjstem und Gnmdsyftem Lim*» nad, Endlich von der einer 
Linie oder Ebene, wenn das Gnuidsystem ein Punkt, dM Leitejnitom 
eine Ebene ist. Ist die .absu4e]iAttende Okösse von gleieher Stufe 
mit dem Grrundsystem, so aeigt sich leicht, dass die Projektion i&res 
Sjstemes das Grrundsyrtem selbst«^ ist , -^ate «Uo das Wesen der Ab- 
«$hlitt)ing dann nur in dem Mi^^ssiidrthe deraellien invnhtvt. - 

§ 152. Wir haben nun die Geltung der im zweitan Kapitrt 
dieses Abschnittes (yon<§^ 81 an) lur die flort behandelte Art der 
Abschattnng erwiesenen Gesetze auch für den so eben dargeatelMa 
allgemeinttren Begrüß dierselbeDf zu untersuchen^ DW diese Sätze 
aofth g|i6llea, Iremn man iftatt.idmr A«tdahiiongmi:(inen EktMutar» 
grössen setzt, folgte schon aus der yoUkommeneii.TJjabereinstimranmg 
swJschcoi dm Geattzen, die füi^ beiderlei Qrössea igelten (s. § 108). 
Es ist also die Geltung derselben liur noehfMcr die eingewandte AV 
schattung darzulegen, und zugleich sind jene Sätze noch so zu erweitern, 
daas man aorih alatt hUs änsscven. Midtij^ihation .die j^ngewandte 
einftihrt. Vergleichen wir den von § 81 an g«wlÜiltBn G=ang der 
ICntwiekelung^ so köhnen. wir aunilckiil den «m Sekiosse jenes Para* 
grafl^en aitfgesAellten. Sata fUr das «in^ewandte Produkt m iolgendor 
Foi&n danlt^Uen : 

„Wenn di6 Glie^r einer Olekshung sämmMich emgewandle 
Produkte au zwei i^aktoren sMd, und entwedf^ der erste oder 
der let^Ple Flakler (L) in allen ^tiOMn OHedem deirMibe ist, cBe 
ungleicheD Faktoren aber demselben £^eme (G) ttbergeordnet 
sind, imd dies6y0lem(G) mit dtenglekihen Faktor L mt^ltiplielft 
das Hauptsystem liefert, so kann man den Faktor L in alW 
* GHedem ^weglassen.'' 

In' der That werden sich dann' die ungleichen Faktoren in den 
Formen AG, BG , darstellen lasseh, wo A, B , . . . . dem L unter- 
geordnet und die Produkte äussere bind, dann wird die Gleichung in 
der Form 

L.AÖ + L,BG-f .... — ö 

erscheinen, oder da « . < 

I . ' • • - 

L.AG — LG.A 

ist, weil A,dem L untergeordnet, G aber undJL kpmbinirt das9a\ip^^ 
System darstellen, und ebenso r .. .4 
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««&*'• ... 

welcher Gl«idtnng, 4$l LG d«i- Ifaivfiqriteii daisteUi, aor genügt 
wir^ wenn 

(A4*B-f-...0Gi d. li. AO'^f'-B^'-^*^*' "^0 
igt» md somk mI jamer Sats be^ieseft. Aus diesen Satse folgen lüiin 
gttu anf dieselbe Weise, wie in § 8i, die Süae : 

„£ine fileiftoig bleibt als solcbe bestehen, wenn hhui alle ihre 
Glieder in doviselben 0kme absehalfeet^ 

fjDie AbadiatAnng einer Siunnw ist gWcb der fiwame ans d«i 

Absehattungen de». Stöcke. ** 
In der Tbat wUßt^ mmy wenn aMa die gegebene Gleitthnnja^ gUed* 
wieise mh.denL LeUsjstem (h) maltipUttixt^ und statt der Glieder 
der ursprünglichen Gleichung nun in diese neue Oleiebnng ihre 
A b ftg b u ttiwg Qn wf dasselbe. Gm^d^ystem G ^^ (wes iwch der 
D f ftn it i n ft 4^ Abscbi^tmig veirsMtet ^)» ^Gtoicbimg in der Form, 
d^s ww.m4^ d^Bii pi)totat he9ie«9j|Aii 3at^A dm X^aktorL weglassen 
diMrf ; wokdiirch daim der eßpd^ juni^ beiden 9M*o erwiesen ist» und 
90mH 9mh ^ «m«iUb irel^eff wx> w^ K^i/^i» AuidndlEsweiee des- 
s«yib|»n S^Bfif^ß dunit^t*)« 

§ 153. Die Sätze in § 84 setsen dieAMluittungewesftttSseren 
l^rodu^t^ jx^ Beziehung mit den AV^^^^ttungen seiner Faktoren^ 
iy)4 "^^ h^tli^en die entsprechenden Sütse aufzustellen, sewoU wenn 
4^ Produkt ^ ^ingewap4te6, alp aii^h venu die Absebattung eine 
eingewandte wird. Ist das Produkt ein eingewandtes» dessen Be- 
ziehungssystem zugleich das Hauptsjsteiii der Abschattung ist» und 
ist die Abschattung durchweg eine eingewandte, d. h. nicht nur die 

der Faktoren jenes Produktes, sondern auch ins Besondere des 

— — — — ^— — — ^— / 

*) Was dem in $ 83 dargestellten Sat^e entspricht, ist seinem wesent- 
lichen Gehalte nach schon ftühef da gewesen, und kann daher hter über- 
gangen werden. 
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Prodnklet Mflbt, so gilt d«r ifi § 84 d«ig«steilie 0ä(», 4m8 die Ab- 
liduittttig ^w FrofakMs das Produkt ist aus den Abschatttulgeli 
seiner IWktii^teii» aladi Ittr deai so eben bta^chfiel^ I*aU, indÄ 
die BtnrdsMurAiig l^aau-dieetibe ist, wie in jenen FäMgraphiMi» 
]f in^flli sind A , B die Faktoten des PM4iAEieB,L da« Leitsystett 
O das OrUndsystem, so ist das Prodakt L. (A.B) eiM eingewaiidt^ 
aaa S fUdofen ia Bezug *af dassdbe Havptsynt^; da laan liier 
belieb^^ wtmäiam&ahmsm «od mit Beobaektuag der Vmneielien ir^ 
tanseken kann, so wird der W4itb jen^ Pml^tiBs nkkt geiadebt; 
wenn man statt A ond B Qrtaen setzt, die mit L dieselben Produkte 
Hdam, alse z; B. ibre Abtehaitas^ien A' «td B' amf dasChrnnAiysleai 
G; esiat abo dann 

L.(A'.B')-i.L.(A-B), 
and da A' soii^ebl ak B' ab elngewaadte Absebattnogea dem Gromd* 
Systeme tbergeordnet sind, so ist es aaok ibr gemeiDsobaftüebes 
System^ d. b/ibr Prodakt, also ist A' . B' ^e Absdkattnng Ton A . B 
«if Gt nach dem Leitsysteme h. Es kt also die 6eltwig' des Satzes 
ftv dem beiuickaeten Fi^ bewieset) allebi es aeigt sich bald, daas 
derselbe allgemein glh, sobald nur 4a^ Abschattongen des Frodoktes 
msd der bmden Faktoren, entweder aBe drei ^gewandfte oder alle 
drei ünssere sind, mag nnn das Proddkt ein iosseres oder einge» 
wandte» sein. Wir setzen znexst vorans, dass 4as Prodakt einen 
geltenden Werth babe nnd seine beiden Faktoren reine G#9ssdi 
seien; «nd zwar wolkn wir die Ckltong des Satzes zuerst flh;' den 
Fall beweisen, dass die Abscbattnng dnardiweg eine nassere, Ina 
Produkt ein eingewandtes ist; Es seien die beiden Faktoren Üeses 
Pro^iktes M und N, B stette ihr gsmdbsekaldiefaed System dar; 
dann werden sieb M vid N als ttnssere Produkte in den Formen AB 
nad BO darstellen lassen; and zwar mnss-dann ABC ab ftosserea 
Produkt einen geltenden Wertb haben, weil C mit AB kdnenFi^:tor 
▼on gdtender Stafc gemdabohafäidi kab^ kann ; denn bStteti sie 
eken aolekte gemeiasekaMi^, so wtirden mA M mad N, wie leidit 
zu sehen ist, ein System höherer Stofe ^meinschaftlich haben, als 
B ^ist, gegen die Yoranssetzung. Kon ist 

M.N — AB.BC — ABC.B, 
indem B und BC einander eingeordnete Faktoren sind, welche mnn 
daher bei der fortschreitenden Multiplikation nach § 136 vertauschen 
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Iwuk« Wir büben qua vpratisgeB^latj d«88 4|e Afaidhfl4tiiB|^diii>ek- 
üEfiy eiM U«eie stt» aowoU flir *4i«Tak«»MA^<M;iiiidN, ab^mieh 
ftUr deren Vrodukt, d. hi fte ihn gtmeiaMhafidiehQs. S^stad B «id 
ilur nMMktMiiifmideQ. ABO. :8iiid hwn A\ »\ C, iTvifir, ^Mülilsdi 
^ äiufwfa AboclialMillfln ^oa A,: B> £, M^ V/bo ain4.(jmli §.^64)/ 
A'9' , B'C I A'B'CTi dii Ahadttttwig^ y<m AB , BO^ ABCi Eamer 
4« ]Ü*N gteiob ABCiB itt, i^ iak: niah d«r ift § 160 an^^sti^Uton 
Definition die AbacheAluiig. toniM.iK gieioh dem Produkt der Ab«» 
«BlOiAtinqfenL von ABO und B^ els«i «lei6k A'B'C^ B'. Eener ief 

lCj.N'«A'B.iB'C'— A»B'C\BV i 
lOse d4a.Pr<>diikt-der.Abfleh%|t«i^t«»H\N^;glcidh deiNAbaehettag 
des Produktes M . N. Somit ist für den in Betrankt geaegea^n FßJl 
die Gültigkeit des obigen Gestotaes tachgevtiesen. Es bleibt also 
das ITDrtbe^tehep dies^ Clfeselaee. nnr Hoch fttii dte Katt an bev^isen, 
dMs die Abtfebattung ditnebweg eine eingeivraadteristi^ BlerBeiireis 
für .'diesen Fall ist genau derselbey /wie fUr.den sd ebenbeivaditBfceii 
Fall, weto asan nur < naeb d^m iin §:143 Mfgitet^llteie Slfiaeip statt 
der äOBseren Mnltiptikatioti die ßsf^das Hat^tiTttem der AbeckaMoiig 
bestlgltfibe eingewandte MultipiSkatioA elBfiibrt,f üd die doirt ent- 
wiakelten ümSrnderimgeiK^ «Welcher dnsttk diese Sitifilknu% b6dk^ 
md, eintieten lässi NaotontlMh iet festenbaken^ dass, wie jede 
Gr^e, Welebe einer endenurtnntevgeordnei ist, ab ftnsserer. Faktor 
derselben dargestellt werdwii kann, so «oek jede GrOiee, wekhe eiaaer 
andern übexgeordiiet ist^'aU eingewandter-Faklerdersdbeti in Beeng 
met das Haaptg|rste]ndei?gsetellt werden könne. Um jedeok die Art 
dieseir Umündening an einemi aienilicb tueaiiunengesetBteB Beispiele 
klar an's Liebt treten au kssen» will kh die Vehertiaagailg des obigem 
Beweise» Uer ausfübrlieb folgen lassen. . Es seien did beiden Fakteren 
des eingewandAen Pvodaktes M nndsN^; B stelle är nMehstmfifaseeiidctt 
üy^Um dar; dann werdto sieh. M 'und N- als eingewandte aii£ daa 
Hanplnyslem der Abschatteag beaigfiehe Produkte in den Fonnea 
AB undBQ dei)stetleti.lasaea^)f undswearJAnsa dan^.ABC als ekl- 



*) In der That, wenn D eip System darstellt, welches das System von 

^ • • ' • '^ ■ • ' - DM 
B zom Hauptsysteme der Alip^hattaag ergänst, so wird man nur A — r -^^ 

und C «■ üH '^ setzen haben. 



gftirandM Ituf dks Hiuqp^isydtttn der AbieMtaig.b^vOflieliefrJPtodi^ 
eiinMi gelteBil^n ;W«rtk hahm, w«U AB nad G rob keinen mdoü^ni 
Sjritooe «b iem H^uptiyeteoie. luafas^t werde» kViiiilP*)^ denii 
wüxd^n. flie; ifon-mem solohen SyitememiofiBiflst, so.wtjltdeii aMk If 
luid N| wie Jeiebt «a ^beü ist*^), von einem Sgreteme niederec^.Slitfe 
natfaeet wenden^, als B ist, gegen die Von^vaeeUnng^ Nonvit 

M.N — AB.BC— ABCB, 
indein B und BC einmder eingeordnete Fakteren eilid^ wdek« nutn 
dehf^ bei der fovtsdireitonden MnltipUkalion weh. § tM. si^^whmi 
kann. Wir haben nun vorausgesetzt, dass die Absehatlwig dturoh* 
weg eine eingewandte 8ei> söwdhl ftfr die Faktoren M und N, als 
aodii far iieren Produkt, d. k. Abr'ibr uäckstumfasdendes 85relem B 
und ikr gemeiaseknffclkfaeü ABC. ' SmA nun A\ B', C, M; N' be* 
zieklieh die eingewandten AbsokAttongen von A, B, Cl, M, N, so 
sind (nach § 153) AB', B'C, AB'C die Abschattungen :fien AB, 
BC, ABC. Femer da M . F gleich ABC . B ist, so ist nach der in 
§150 aufgestellten Definition die Abschattung von'M.N gleich dem 
Produkt der Abschattungen von ABC und B, also glekh A'B'C . B'. 
Femerist 

JMT.ir — A'B'.BC — A'B'C.B'; 
also das Produkt der Absöhattungen M* . K gleich der Absehattong 
des Produktes M . N. Somit ist auch für diesen Fall die Ofiltigkeit 



*) HfttP tritt die Aaalegie in dem Wortenadraeke niebi so klmr hervor. 
Sollte sie klar hery^rtreten, 90 müsste ipai^ im ersten Falle aagen ; »weil das 
System, welches AB undC gemeinschaftlich haben, von keiner höheren Stufe 
Als der nullten sein kann*' und im letzteren Falle „weil das System, welches 
AB und C umfasst, ton keiner niederem Stufe als der h-teü sein kanü^, in- 
dem nUmlich h die Stufe des Haaptsjattms ^zeichnet. 

**) Nftmlick wenn D jenes System darstellte, was AB oder M und G 
^unfassen sollte, und doch niedriger wäre als das Hauptsystem, so würde 
sich C als eingewandtes, auf das Häuptsyi^em bezügliches Produkt in der 
FormD.E darstellen lassen, und es wttrd»'N^B.G «-6.(0.8), oder da 
dies Prodakt ein reinea ist, -•(B.D>.B ae&n( wo das nltehetopAMseede 
System zu B undD das Hauptsystem sein mnssf ss iKfird also das deu-GviSsseif 
fi und D gemeinscbafttiche System 4^tt Grösse N umfassen , und auch die 
Grösse M , da diese sowohl von B als Yon D umfasst wird. Das gemein- 
schaftliche System von B undD umfasst also M undN, ist aber yon niederer 
Stufe abB, daD nicht das Hauptsj^stein ist, undB undD als nftchstumfassen- 
dei System das Hieptsystem ksben. 
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dM obigen 6««eti«s ]uidigewieiBe&. Wir seteten hä hMi&n Fittcn 

modi ▼«fttw, dMB das abcwchattendePiocMEt «iBea gsltaidm Werft 

habe, «nd die i^ktoren reibe GMssea seie&. Ist die abmtchtlteiide 

RroddKt 411111, 60 ist, um die Gelliukg jenes GeeeCtes auch lllr dieeen 

FU( asa erweisen, nur tin «eigen, das« das Prod^t an« dea Ab- 

seliattnngen der beiden Faktoren aneh null sei. Wenn einor der 

nrsprüngliehen Faktoren ndU ist, eo ist aneh seine Absebattong null, 

also auck das Prodnkt der Absebattm^en nnlL Wenn aber die 

beiden lUtloren geltende Wertke baben , und das Produkt deimoeb 

null ist, so mnss, da 

M.N^ABC.B 

kt, und B meht nnll ist, ABC . B als Prodnkt in der Fem dar län- 

ordnqag iA>er nickt anders naM wenden keim, als wenn einer der 

FaktOreft nufi wird» notbwendig ABC mül sdn, also aock seine Ab- 

sehattwig, d. k 

A'B'C— 0; 

also mnss aock A'B'C' . B' , d. k. H' . N' oder das Produkt der Ab- 
scbattong^n null sein. Es bleibt also auck nock in diesem Falle 
die Absckattung des Produktes gleick dem Produkt aus den Ab- 
sckattungen der Faktoren. £s ist nnn, um das Gesetz in seiner 
ganzen Allgemeinkeit darsnst^len , nur nock die Besckrttokung auf- 
sukeben» daas die Faktoren. des abznsckattend^ Produktes reine 
Grössen sind. Sind dieselben Beziekungsgrössen , deren Bezie- 
kungssystem (K) identisck ist mit dem Beziebungsq^steme des ein- 
gewandten Produktes und sind j» und v die Gradzaklen jener Be- 
ziekungsgrössen , M und N ikre eigenikümlicken Wertke in Bezug 
auf das Mass K, so wird sieb das Produkt in der Form 

darstellen lassen. Dies Produkt ist nun naek § 1 88 gleick K ^ ^ '^ H . N 

oder, wenn M • N gleick K . I ist, gleick K^ "*" *'K . I. Bezeicknen 
wir ^ Abscbattungeu mit Accenten und nekmen dieadbeu entweder 
durekweg als Süssere oder durckweg ak eingewandte an , so ist die 
Absckattung des obigen Produktes 

^K'^ + ^'M'.N', 
— K'A*M'.K'*'N', 
d. b. gleick dem Produkte der AbscksttungeB, Also gilt nun das 
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€l«a«ti Mch noch, wean die Faktoren BeokliiuigaijtllifleB räid, deren 
BenelnngBBysteiB out dem Betiehimgaejriiteiiie des euifewAiidteii 
Predmkles ziu«aimeiiiUU. Dersos folgt nmi awok, deaa ee fitr Beüie 
eimgiBwtadte Prodnkle «119 beliebig Tiden Faktoren gilt. Naebdem 
vir nun alle ttberSttsiigenBeiebribiknogen au%ehoben haben, kö^nea 
wir das Oeseta in seiner ganaen AUgemeinlieit binsteUen : 

„Die Abscbattuag des Produktes ist gleieb dem Predakte aus 

den Absebattungmi seiner Faktoren , wenn ftUr alle abwsebal- 

teaden Grössen sowohl der Sinn der Absehattaiig als «udi das 

Beziefaungssystem dasselbe ist.^ 

Wir sagen nimlich, dass der Sinn der Absehattung mehrerer Grössen 

derselbe sei, wenn nicht nur Gbrundsyatem und Leitsjsiein dieselben 

sind, floadem auch die Absehattangea entweder sänuntlich äussere. 

oder sftmmtlidi eingewandte sind. 

§ 164. Davaos, dass jede Gleichheit , welche aidseheu den 
YieUftchensuoimtti einer Reihe von Grössen stattfindet, aueh bestehen 
bleibt» wenn man statt der Grössen ihre Absehattungen setst, oder 
mit andern Werten , dass die Abschattungen in derselben Zahlen- 
relation stehen wie die abgeschattet^Ei Grössen, folgt, dass die Ver- 
wandtschaft »wischen den Absehattungen und den abgeschatteten 
Grössen eine befl<Nidere Art einer allgemeineren Verwandtschaft ist, 
welche darm besteht, dass die «wischen einer Beihe v<m Grössen 
herrschenden Zahlenrelationen auch für die entsprechenden Grössen 
der aweiten Beihe gelten ; und wir wollen daher diese allgeaieinere 
Verwandtschaft dar Betrachtung Unterwerk. Es tritt jedoch diese 
Verwaadtediaft erst in ihrer gansen Einfachheit hervor, wenn die 
Beaiehang ^e gegenseitigeist, d. h. wenn jede Zahlenrektion, welche 
awisehan Gtössen der einen Beihe, welche von beiden es aach sei, 
stattfiadat, audi zwisehen den Grösse der andern Beihe herrftcht; 
und awei sokhe Vereine t<hi entsprechenden Grössen, welche in 
dieaar gegenseitigen BeHfthnng au einander stehen, nennen wir affin*). 
Diese Gegenseitigkeit derBesiehung filhrt das Geseta herbei, welches 



*) Der Begriff der Af&nit&t , wie wir ihn hier aufstellten , stimmt mit 
dem gewöhnlichen Begriff derselben in sofern tiherein , als er anf dieselben 
Grössen angewandt, auch dieselbe Beziehung darstellt; ihr Begriff ist hier 
nar in sofern allgemeiner gefasst, als er sich auf andere Grössen UbertEagen 
IXsst. 
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ttberall jede einftehe Benehxuig aas&eiolmet , Asm nimlkk, wenn 
ttwd Veriine ron OrOssen A und B mit einem dritten C Mst sind, 
sie es andi nnler sMk sind. In der Thät , da iäam jede Belatien in 
A auch in C stattfindet, mnd jede Belation, die in C stattfindet^ saeh 
in B iMiTBclit, so mnss anoh jede Relation in A engkneh in B statt- 
finden, und ans demselben Grande jede Relation, die in B hemeht, 
«ngteieh in A stattfinden, d. h. A tind Ib smd einander affin. — 
Es fragt sieh nun, wie man au einem beliebigen Vereine ton G^rössen 
tlbei^vpt einen aadem Verein bSden kann, welcher mit jenem in 
derselben Zahlenrelation stehe, tmd ins Besondere einen solchen, 
bei welchem diese Biesfidinng eine gegenseitige ist, d. h. weldier 
dem ersteren affin eei. Hat man in dem gegebenen Vereine n 
Grossen (derselben Stufe), ewisehen denen keine Zable me la t ion statt- 
findet , als deren Vielfachensummen sich aber die übrigen Grössen 
jenes Vereins dairstellen lassen, so iKsst sich zeigen; dass man, um zu 
einem aweiten Vereine zu gelangen , welcher dieselben Zahlenrela- 
tionen darbietet, die in dem ersten Vereine herrschen, in dem zweiten 
Vereine n bdiebige Grossen , welche unter sich von gleicher Stufe 
sind , als jenen n Grössen entsprechende annehmen kann, dann aber 
zu jeder andern Grösse des ersten Vereins die entsprechende im 
zweiten findet , indem man die erste als Vieifaehensumme jener n 
Grössen der ersten Reihe darstellt und dann in dieser Vielfachen- 
Summe statt jener n Grössen die entsprechenden der zweiten isetzt, 
dass aber diese Beziehung nur d«m und immer dann eine gegen- 
seitige ist , die Vereine also einander affin sind, wenn zugleich die n 
Grössen des zweiten Vereins keine Zahlenrelation unter sich anlassen. 
Die Richtigkeit dieser Behauptung beruht darauf , dass, wenn n 
Grössen in keiner Zahleurelation stehen , d. h. keine derselben sich 
als Vielfaehensinnme der übrigen darstellen Ittsst, und dennoch eine 
Vielfechensumme dieser Grössen gleich null sein soll, nothwendig 
alle Koeilfieienten dieser Vielfachensumme ^zeln genommen gleich 
mdl sein müssen ; denn htttte mner von ihnen einen geltenden Werdi, 
so würde die Grösse, der er zugehört, sich aL^ Vielfachensumme 
der übrigen darstellen lassen, was gegen die Voraussetzung ist. 
Aus diesem Satze nun ergiebt sich die Richtigkeit der obigen Be* 
hauptui^ sogleibh. Denn sind a , b , c • . . irgend welche Grössen 
des ersten Vereins, zwischen denen eine Zahlenrelation 
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stait findet', und man ditteict <a , • b , . v . . a^t Vidfsekeiisiittime ' jeMr 
n- €M»M«» dcis 4ireMKk Meiern» ri ;. . . . Tn «tns; so -vHrd 8i<i1i jene 

daiMtte^n koMii^ in welebepuaek-daiii so eben erwieseneii Satze 
alle Koef&aknten' null sein ntlflftän; abo 

Diese Grössen ^i^ ^ , iiind nur Ten den Edeffielenten tt, /^, 

und • vou dep Koefficienten d^r Yielfadienstimme, in welcher a, % .... 
dargestellt sind, ablittngig. Siaid tma a' , b' . . . . . und r\ , t'%,*.. /. 
die entsprechenden Grössen des aweiten Vereins, se müssen a% 

b% am a^ b , . . . dadaroh hefvcvgefaen , dass man in den Viel- 

faehensnimnen , w^elehe a, b . . . darstellen, statt r^ , r^ , . . . die ent- 
sprechenden Grössen r^, r ^, . . . . setat. •t'oSglich wilpd der Ausdruck 

W-^^/Jb'-^-.. ...«a PI r 1*^-^2 r'a + 

sein , iind also da p^ , 6s m*-* • elneeln genommen null sind , selbst 
gleich null sein müssen, also 

aa'+v*l>^ + ...'— 0, 
d. h. zwischen dein Grössen des zweiten Vereins bleibt jede Zahlen- 
relation bestehen, welche zwischen denen des ersten bestdit.' Sind 
nun die GrlJssen r ^ . . . r n gleichfalls ron der Beschaffenheit , dass 
zwischen ihnen keine Zahlenrelation stattfindet, so lässt sich eb^nso^ 
der BÜckschlnss machen , die Beziehung ist also dann eine gegen- 
seitige, und die beiden Vereine von Grössen sind einander affin. 
Hingegen herrscht zwischen diesen Grössen r^| . . . . r n eine Zahlen- 
relation, so ist klar, dass man, da diese Kelation zwischen den 
etttsprechenden Grössen des ersten Vereins nicht «ftaftfindet, auch 
nicht von dem Herrschen einer Belation innerhalb des zweiten 
Vereins einen Schluss auf das Fortbestehen derselben im ersten 
maahen darf, dass vielmehr die Bezi^ung dann nur eine einsei- 
tige ist. 

.§ 165. Wenn nun zwei Vereine entsprechender Grössen ein- 
ander affin sind, so werden auch die Produkte aus den Grössen 
des einen Vereins den entsprechend gebildeten Produkten des an^ 
dem Vereins affin sein, wenn nur die 'Multiplikationsweise, durch 
welche diese entsprechenden Produkte ^bildet sind , in beiden Ver- 
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einen in dem Sinne genommen i«t, d«M das Produkt dann, aber 
«nch nur dann «la noU ereebeinti wetm. die Faklexen in einer ZaUw- 
relsdon xa nnander stehen. lat nttmlicli die Midt^likaAäxm ia 
dieser Weise angenommen, so kann zuerst swisekeii den ▼enchie* 

denen Produkten y welebe sich ans den n GsOssen A^ An des 

einen Vereins i die in keinev ZiUenrelatlon %ü einander standen, 
bilden lassen, gleichfalls keine Zahlenrelatien stattfindAn; d. h. es 
kann keins dieser Produkte sieh als Vielfachensumme der ttbrigen 
darstellen lassen. Denn geselat es wäre dies der Fall, so ktante 
man in der Gleichung, welche jenes Produkt t. B. A| A51 Ag ab 
Vielfachenwwnnie der ttbrigen daisteUfc, jedes GBed mU den sSinwit* 
Heben Faktoren A4 ... An mnltipliciren, die jenes Produkt inoht eni- 
hmt; durch diese Multiplikation werden dann alle ttbrigen Produkte 
mit Ausnahme dessen, was als Yielfaöbensumaie der ttbrigen er- 
scheinen soll, nuU, weil |n ihnen wenigstens einer tou den hinsu- 
tretenden Faktoren schon unter den TorhandenenFaktOBen vorkommt, 
also nun «wischen den Faktoren Gleichheit , also auch eine Zahlen- 
relation statt findet ; man erhttlt daher die Gleichung 

A| . At An ■* Of 

d. h. zwischen Ai .... An wttrde eine Zahlenrelation statt finden 
müssen, was wider die Voraussetzung ist. Betrachtet man nun ismer 
ein Produkt P.Q.B, dessen Faktoren Grössen jenes Vereins, 
also als Vielfachensummen von At .... An darstellbar sind , so wird 
auch dies Produkt, wenn man die einzelnen Fakt<Mren als VielfiEiehen- 
swnmen darstellt, gliedweise durchmultiplicirt und die Faktoren der 
einzelnen Glieder gehörig ordnet , als Vielfachensumme der ans den 
Faktoren A^ . . . . A« gebildeten Produkte erscheinen. Sind mm in 
dem andern Vereine A'i . . . . A'n als die den Grössen Af .... An ent- 
sprechenden angenommen, und werden als die ihren Produkten 
A| An A0, etc. entsprechenden Grössen die Produkte der entsprechen- 
den Faktoren A\ Af A| angenommen (was verstattet ist, da zwi- 
schen jenen Produkten des ersten Vereins keine Zahlenrelation statt- 
findet), so wird dem Produkte P . Q . R das Produkt P\ Q\ R' der 
entsprechenden. Ilaktoren gleiehfaUs entsprechen. Denn man erhillt 
ans F. Q.R das Produkt P'.Q'.R', wenn man, nachdem P,^ Q, R 
als Vielfacbensummen von A| .... An dargestellt sind, statt A^ ... An 
die entsprechenden Grössen A'i • • . A'^ setzt. Das Gesetz des Durch- 
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mnUipUeä^Bs tat nun für beide Produkte dessdbe, jedei Produkt 
ferner aiäsoh«» Af . • . • An t w<ui Reiche Faktoren entküt und Boudt 
null wird , hut aueb auw entapveehenden Produkte ein sokbes , was 
null wird; und dann liegt, dass auch daeadbe Vertauflehuagggeseta 
berrscht, indmi (A-{*B) (A-f B) oder AB + BA in beiden Fällen 
null ist, also die Faktoren nur mit Zeiobenwecbsel vertausdibar sind. 
Daraus nun folgt, dass, wenn PQB als Viel£sebenctanune der aus 
den Faktoren Ai . • • A^ gebildeten Produkte erseheint , man daraus 
P' Q' W erhält, indem man statt Ai . . . A^ die entsprechenden Grössen 
A'i . . . A'm » oder statt der aus den ersteren gebildeten Produkte die 
aus den letxteren gebildeten setzt. Hierin liegt nun yermittelst des 
obigen Gesetzes, dass die. Produkte des a weiten Vereins in derselben 
Zahlenrelation stehen, wie die entspredienden des ersten, und 
dass also, wenn die beiden Vereine einander affin sind, auch die 
Produkte des einen Vereins den entsprechenden des andern affin sind. 

§ 156. Esgiebt unter den bisher betrachteten Mnltiplikations- 
weisen nur zwei, welche der im vorigen Paragraphen ausgesprodbenen 
Bedingung genügen , daßs nämlich das Produkt dann und nur dann 
als null erscheinen soll , wenn zwischen den Faktoren eine Zahlen- 
relation herrseht, das sind nämlich erstens die äussere Multipli* 
kation von Grössen erster Stufe und zweitens die eingewandte 
Multiplikation von Grössen (n — l)ter Stufe in ein^n Hauptsjsteme 
n-ter Stufe und in Bezug moi dasselbe. Dass die ttbrigen Multipli- 
kationsweisen, welche wir bisher kennen gelernt haben, nicht den 
Bediqgongen des vorigen § gentigen , leuchtet sehr bald ein. Zwar 
würde das in jenem Paragraphen dargestellte Verwandtschaftsgesetz 
ein vortreffliches Mittel darbieten, um in die Bedeutung des formalen 
Produktes, welches wir bisher nicht der Betrachtung unterworfen 
hatten , hindnzudringen ; doch wollen wir uns durch solche Betrach- 
tungen , welche uns jedenfalls in schwierige und weitläufige Unter- 
suchungen verwickeln würden, nicht den Raum für andere wichtigere 
Gegenstände verkürzen; und wir bleiben daher bei den beiden Fällen 
stehen, auf welche unser Geseta direkte Anwendung erleidet 

§ 157. Wir gelangen durch Anwendung des in § 166 dar- 
gestellten GeseUes auf die beiden in § 166 aufgeführten Multipli- 
lutionaweisMi zu zwei Hauptgattungen der Ai&utät, nämlich der 

direkten und der reciproken, indem eines Theils den Grössen 
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enter Stufe des emen VereinB OrOflseii erster Stufe des andern ent* 
spraeken; nnd andern Theils den Grossen erster Stofe des «nen 
Vereins Gi^tosen (n-*~l)ter 6t. des andern entsprechen , wenn jeder 
Verein ein System n-ter Stufe als Hauptsystem darMetet. Wir 
können daher feigenden Hauptsatz der Affinität ausspredien 3 

„Wenn man zu n ron einander unabhängigen Grössen erster 
Stufe n gieiohfells von einander unaUiftngigeGrösstti erster Stufe 
oder n Grössen (n — l)ter Stufe, welehe einem System n-ter 
Stufe angehören , deren eingewandtes Produkt aber einen gelten- 
den Wertih hat , als ente^rechende nimmt , so bilden die aus den 
entspreehenden Grössen durch dieselben Grundyerknüpftmgen 
gebildeten Grössen zwei einander affine Vereine ron Grössen, 
und jede Grundgleichung, welche zwischen den Grössen des 
^en Ver^ns besteht, bleibt auch bestehen, wenn man statt 
dieser Ghrössen die entsprechenden des andern setzt. Im ersten 
Falle heissen beide Vereine direkt affin, im zweiten remprok 
affin.^ 
Dieser Satz ist ron so allgemeiner Geltung , dass er, wie wir 
späterhin aeigen werden, die allgemeinsten Mneären Verwandtschaften^ 
wie die Kollineatioa und Beciprodtät unter sich begreift, und den 
vollständigen Begriff dieser Verwandtschaften, welche bei der gewöhn- 
lichen Auffassungsweise nur in xmv>ollkomniener Gestalt hervortreten, 
darstellt. Namentiich Hegt in diesem Satze , dass , wenn m Grössen 
des einen Vereins irgend einem System angehören , dann auch die 
entsprechenden Grössen des andern Vereins bei der direkten AfiBnität 
einem System derselben Stufe angehören , bei der reciproken einem 
System von ergänzender Stufe, weil nämlich das Produkt derselbwi 
gMchaeitIg null wird. 

§ 158. Wir haben nun die Absdiattung als besondere Art 
der konstanten Zahlenrelation und der Affinität darzustellen, und 
anzugeben, in welchem FaDe die allgem^ne Verwandtschaft in diese 
besondere ttbergeht. 

Wenn zuerst zwisohea- den Grössen erster Stitfe eines Vereins 
A dieselben Zahlenrelationen statt finden , welche zwischen den ent- 
sprechenden Grössen erster Stufe «nes andern Vereines B 'herrsehen, 
so fragt i^eh, welcher Bedingung beide Vereine «ntefwerfiMi sein 
müssen, wenn der erste Verein A zugleich die Abschattang des 
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zweiten B sein solL Nemien wir des System, wekdies efaaMn Terelii' 
von GhrtSMea enter Stufe zmOiebBt omfiwst, das System dieses Yerefiis/ 
so leeoktet ein, dess A nur dum die Absolukttimg von B sein lc9nnej 
wenn in demjenigen Systeme C, welches den Systemen beider Vereine 
gemeinschaftlich ist, die entsprechenden Grössen beider Vereine zu- 
sammenfallen , d. h. einaDder gleich sind, wie dies unmittelbar ans 
der Idee ^r Abschattmig hervorgeht. Wir kOnnen aber auch zeigen, 
dass, wenn diese Bedingung eintritt, auch jedesmal der Verein A als 
Abschattoag des Vereines B au%efasst weiden könne, und der Sinn' 
der Abechattung dann bestimmt sei. TJm dies zu beweisen , können 
wir zuerst das System Ton B als Kombination des gemeinschaftlichen 
Systemes C mit einem davon unabhängigen Systeme darstellen. 
Dies System , welches dann zugleich von dem Systeme des Vereine« 
A unabhängig sein wird , sei von m-ter Stufe, d. h. es sm durch dai^ 
äussere Produkt von m Grössen erster Stufe b| . . . . bm dirgestellt, 
welehe alle von einander unabhängig sind. Wird nun Torlanfig L 
als das Leitsystem angenommen, und sind 14 .... am die den Grössen 
b|...bBi entsprechenden Grössen des ersten Vereins A, so erhält 
man , wenn zugleich a| .... am die Abschattungen von b| . . . bm nach 
dem Xieitsysteme L sein sollen, die Gleichungen : 

L;a|^Ii.b], Li. am *** I^ • bmy 

oder 

L.(ai— bi)-»0, L.(am — bm) — ©; 

d. h. die Grössen (a^ — b^), .... (am — bm) sind dem Leitsysteme unter- 
geordnet. Es sind abei* diese Grössen sowohl von einander als von 
dem Systeme des Vereins A unabktogig. Denn IKnde eine soldhe« 
Abhängigkeit statt, so wttrdeauch eineVielfachensnmme ronaj ... am 
tmd den andern Gröteen erster Stufe, die dem Vereine A «hgehöiten," 
^8 gleich erschekien einer Vi€dfiichenBumme der Grössen b^ . . .b^n; 
d. h. es würde in dem Systeme b|.b2*...bm eine GröMe g^ben,'* 
welche den Systemen beider Vereine gemeinschafülicfh wäre, d. h. 
dem Systeme C angeibörte , was wider die Voraussetzung iiSt , indefii 
jenes Produkt von C- unabhängig angenommen ist. Da nnn die 
Chfössen (ai — bi.)...(äm'-**bm) ven einander unabhängig und ten<' 
SysteraeL untevgeovdnet'sind, seist auch ihr äusseres Pi^oduktdieseiii'' 
^yiteme untei^eordnet; «idwenn wir annehmen, dass das Leitsystem) 
laicht von faöliereo als melier Stufe ist , so folgt, dassesdüreh JMm»- 
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Ptodukt cburf60teUt, ako ▼oHkomnieB bestnanft ist, oder ndt andern 
W^H^i es kl^ diyui der ffinn der Abschattnng hMtimmt* Setoen wir 
daher Ij jenem Prodnkle gleich, so fdgt auidi Umgekehrt die Gültig- 
luAt der Qteiehnngen 

L . af BK L • bj u, 8. w.) 
und da L von d^agt Systeme von A unabhängig ist, so folgt, dass 
at • . * am in der That die Abschattung von bi , « . bn auf das System 
vdn A nach dem Leitsysteme L sind. Nimmt man ntm in dem 
Systeme von B irgend eine andere Ghrösse erster Stufe b an, so wird 
sieb dieselbe als Yielfachensumme von den Ghrdssen bi . . . bm und von 
6r(S00en, die dem Systeme C angehören, darstdlen lassen. Dann 
wild die entspreehende Grösse a des ersten Vereins sich als ent^ 
sj^reohende Vielfaehensunmie von den entsprechenden Grössen ihres 
Vereins darstellen lassen, d. h* als entsprech^ide Yielfachensumme 
vom den Abschattungen j^ier Grössen erscheinen , oder sie selbst ist 
die Abschattung jener ersteren. Wir haben somit den Satz gewonnen : 
^Wenn zwischen den Grössen erster Stufe eines Vereins (A) die- 
selben Zuhlenrelationen stattfinden, welche zwisehen den mit- 
sprechenden Grössen erster Stufe eines andern Vereins (B) 
herrschen : so ist der erste Verein (A) dann und nur dann als 
Abschattung des zweiten (B) aufzufassen , wenn in dem gemein- 
schaftlichen Systeme beider Vereine die entsprechenden Grössen 
zusammenfallen; und zwar ist dann der Sinn der Abschattung 
v<dlkommen bestimmt." 
Als oamitlelbflre Folgerung aus diesem Satze geht hervor, „dass 
von zwei affinen Vereinen dann und imr dann der eine als Ab- 
schattung des aadem erscheint, wenn in dem gemmnsdtafitlichen 
Syitonle beider Vereine je zwei entsprechende Grössen zusammen- 
fallen, und dass dami jeder von beiden Verrinen ab Absehattong des 
aadeni au%elasst werden kajin." 

-§ IM. Um die gewonnenen Resultate durch geometrische 
Anschauungen zu v^eutlidien, wird es g«illgen, af&e Vereine 
beiderlei Art in der Ebene au betrachten. Es ist klar, wie man 
dann zo. drei nicht in gerader Linie liegenden Punktgrössen (die aber 
aneh in Strecken tibergehen können) drei beliebige ebenfidls nidbt in 
gerader Linie liegende Punktgrössen als enti^prechende annehmen, und 
dareuo ilweieinandetdirekt afifine Vereine ableiten kaoBi indem man die 
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ans jeMn entipreoiMideii GMflsen aal glekilie Weke^ gebildet«« VM- 
firJifmwHnmcn » oder deron auf glelehe Weise gdMldetea ProdiA^tto 
als enjtepreehflnde Orttssen setst; Eben so erhMiie ina» «wei rec^pMk 
affine Vereine, wenn man an drei ElementargrdsMn erster Staßei, dlB 
nicht in gerader Linie liegen , drei LinieitgröflBen , deren lAokm ein 
Dreiedc begritnaen, ab entspreehende anntmmt, nnd ausserdem je 
zwei dmreh dieselben GnmdTerknttpfdngen aas Anten erzeugten 
Gbrössen ds entsprechende setat« Es ist aus dem Frtdieren klar, wie 
im ersten Falle dreien Pimktgrössen des einen Vereins, die ii^ gerader 
Linie liegen, aoeh drei des andern entsprechen, £e gleichftdls In 
gerader Linie liegen, nnd eben so dreien Liniengrössen des einen, die 
dorch Einen Punkt gehen, drei des andern entsprechen, welobegleiidr- 
falls durch Einen Punkt gehen ; wie femer hn zweiten Stalle dreien 
PunktgrUssen des emen Verms, die in Einer geraden Lmie liegen, 
drei Idniengressen des andern entsprechen , die durch Einen Poidit 
gehen und umgekehrt. Dabei ist jedoch festzuhalten, dass die Ponkl- 
grossen auch in Strecken , die LiniengH$i9sen in Flächenrftume ntä- 
schlagen können. 

§ 160. Unsere bisherige Betrachtungsweise unterscheidet Bi()h 
von der gewöhnlichen geometrischen Anschauungsweise dadurch, dass 
wir die Punkte nieht ftir ndi, sondern behaltet mit gewi^en Zahlen- 
koeffieienten , die wir Gewichte nannten , au^fiMsten ; und dies war 
nothwendig, damit sie eben als Gh*össen «raeheinen konnten. Dar 
Punkt selbst ersohi^ entweder als solche Gröase mit dem Oewkitte 
1, oder als System, dem die Grösse angehörte. Ebenso musstcjn 
die Linie, die Ebene, der Raum, wenn sie als Grössen erscheinen 
sollten, einen bestimmten Masswerth darbieten, iknd so als Li ai e aa 
grosse, Plaagrösse «nd begrftnater Körperraum aufj^efasst wetiM. 
Es ist besonders die erste Betrachtungsweise (der Punkte als Grössen), 
welche von der gewöhnlichen gttnzHch abweicht. Es bleibt uns 
daher jetzt noch besonders übrig , Atr die in diesem Kapitel darge* 
stellten Gesetze jene Diffarenz auszugleichen. Wir knttplen dieae 
Betraehtung an die aUgemeine Verwandtschaft der AfSnitetj und 
nennen zanXdhst die entspredienden Systeme zweier afiner V^rekü, 
lineHr verwandt, und swar wem jene Vereine direkt affin shid^ m 
nennen wir die Vereine ihrer Systeme kollinear verwandt, und wenn 
sie redprok affin sind, reeiprok v^erwandt; oder um diese 



Mgteicli uof die Geomelhrie stt ttbertn^n i wami sirei Vomne von 
ddii^wieiii (£lameWtorgvöiE»«ii y limeBgröMMiy Plangwösam) im dkelrter 
odtü rocipwidker AfSiiilät steliea, 00 ueoaeii wir ^ Tweine der üibsq 
«ogehörigea Systeme (Punkte^ Linien, Ebe&en) koUinear öder redprok 
verw«iidl. Wir h»bea noa nachauweisen» dess dÜBie Begriffe mit den 
00118t qnter den »ufg^eflikrten Namen yeratandeneniBegriffiBn zusammen 
fallen. IkMMnss, der Begründer dieser allgemeinen Yerwandtecliaf^ 
dieorie, ateUt als den Begriff der KoUineation anf^), daes bei zwei 
ebenen oder körperlichcoi Bäumen y wdohe i» dieser Verwandtschaü; 
ateben, jedem Punkte des einen Banmes ein Punkt in dem andern 
Banme dezigestalt entspricht , dass wenn man in dem einta Baume 
€(nte beliebige Grerade zieht » von allen Punkten , welche von dieser 
Geraden getroffen werden, die entsprechenden Punkte des andern 
.Baumes gleichfalls durch eine Gerade verbunden werden können. 
BAertus.lolgt vennöge der in den vongen Paragraphen dargelegten 
Cbseetpe, dass in der That die Systeme , welche den entsprechenden 
Grössen zweier direkt. 'affiner Vereine zugehören, zwei koUineare 
Vereine in dem von Möbius dargestellten Sinne büdca; aber auch 
umgekehrt lüsst sieb zeigen, dass, w^atn zwei Bäume in diesem Sinne 
als kollinear verwandt erschdnen , die entspredienden Punkte auch 
mit i90)chen Gewichten behaltet werden kennen, dass die Vereine der 
so , gebildeten Gröss^i einander affin sind ; oder mit andern Worten, 
•da^ zwei Bäome, welche nach dem Prijoeq» der gleichen Konstnik- 
4i9Ma einander koUinear sind, es auch nach demPrineip dergleichen 
^iger sind. 

% 161. Um dies zuerst für die Ebene a« beweisen, nehme 
iew irgend vier Punkte in der einen Ebene an, van denen keine drei 
m gerader Xdnie liegen , und ebenso in der andern a«eh vier solche 
F>ankte, -und setae sie einander entsprediebd, was nach dem Brine^ 
d«r gleichen Konstruktionen veistattet bt, weil der vierte Punkt Ton 
diw >drei eifsten durch keine Imeäre Konstrukifeiott abhängt : Nun kann 
«Ml in Jieder Ebene dreien ron den Punkten solehe Gewichte hinzu- 
fügen,, dAflH der vierte Punkt als Summe der se gebideten 8 f tome atar- 
jiAeseDrerseblint^ demwennman narjelua ^ Punkte als Biditelemente 
jumimmt, «fe* md die SBiehtstüeke des vierten Pnnktei die verlangten 
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EkmeiiitaffrqMen; nudmi.num wu 4iese 3 PMire von Ekmentar- 
grdflsoii «I0 ftinandiiir eatif veelieiub Oft^asen zweier «fimer Vereiae 
«n, so mA «uch did beiden Tiertea Putikte ealqpreolieiide Gröflsen 
demelhon Vereine. Nun erhtflt raim n»ch dem Prineip der gleichen 
lineüren Koastniktaan ans 4 entqprechenden Pnnktonpaaren ABOD 
und A'B'C'D' cweier koUinearer ebenen Bamne (itg. 15. u. 16.) 
ein ntaes Paar dnreh das Kreuzen der entspreobeoden Linien AB 
und CD einevaeits^ nnd A'B' und CD' anderseits , indem der eine 
Sieuzpsankt, da er zweien Graden des einen Vereines angehört) auch 
ab entsprechenden Punkt denjenigen Punkt haben muss, welcher 
den entspiechenden Geraden des andem Vereines angebört, alio den 
Sjreuiq^unkt beider Geraden« 8iaA nun die zu jenen Elementen 
gehörigen Slementargrössen a,. b» c, d und a , b', c', d' einander affin, 
so sind es auoh die Produkte ab. cd und aV.c'd' (nach § 157), und 
die Elemente dieser Produkte y d. h. die oben bezeichneten Kreus- 
punkte, sind also dann auch nach dem Prineip der gleichen Zeiger 
einander kollmear. Also je zwei Elemente, welche in der Ebene 
siob als entspreeh^ade nach dem Prineip der gleichen Konstruktion 
nachweisen lassen, sind es auch nach dem Prineip der gletehen Zeiger. 
§ 162. f^stspreeh^id Ulsst sich der SaU för Körperrttuae 
naehweieen, indem man dann nur statt jener vier Punktenpaare 
ffiMii solche nimmt, von denen keine vier in Einer Ebene liegen. 
Dann. zeigt sieh, wie naok dem Prineip der gleiehen Konstmktten 
jeden vier Punkten des einen Vereins, welche in Einer Ebene liegen, 
auch vier Punkte des andem entsprechen müssen, welche ^eich&lls 
in Einer Ebene Hegen. Denn vier Punkte , welche in derselben 
Ebene Ueg«^ müssen sich so veibinden lassen, dassihreVerbindungs- 
Uilien sieh kreuzen ; diesem Kreuzpunkte muss dann auch ein Kreua- 
punkt der entsprechenden Verbindungslinien des andern Baumes e«t- 
spveohetty also mtissen auch diese Verbindungslinien, also auch die 
Punkte, welche durch sie verbunden werden, in Einer Ebene liegen. 
Siifd nun A, B, C, D, E und A, B ,C',D',E' die Oad entspteoheaden 
Pnnktei^«a!ne, so wird nach dem Prineip der gleidien Konstruktion 
dtta Dwchschnitte der Ebene ABC mit der geraden Unie DE der 
Dosebdlnitt von A'B'C mit D'E' entsprechen. Nun können wir 
gaUB anf dieselbe Weise, wie r^ker, den fünf Punkteiq^aaren solche 
Gewichte geben, dass die so entstehenden ElementargrOisen a^ b, e, 
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d, e und s', h\ e, d', e' eiiumdeif «f&A w^^de«; iaämi aum nur m 
jedem YemB% eineiL jener Pimkte ala YielfacheiisiiBiixie der «Ibrigen 
denselben Vereina dftrzustellen, tmd diese Vleliücken iis die entsprechen- 
den Memwitargritosen zu setaen bmneht. Dann sindnoeh § 167 auch 
die Prodokte abe . de und a'bV . d'e' einander entsprechende Grössen 
jener affinen Vereine; die Elemente dieser Produkte, ft. h. die eben 
bezeichneten Dnrohschnittsponkte sind also dann anch nach dem 
Prine^ der gleichen Zeiger einander kollinear entsprechend. Somit 
wieder, weim irgend 5 Elemente des einen Vereines nach beiden 
Principien 5 Elementen des andern entsprechen , so wird aneh jedes 
sechste El^nent^ipaar, was nach demPrindp der gleichen Konstruk- 
tion sich als entsprechendes nachweisen lässt, si^ auch nach dem 
Prindp der gleichen Zeiger als soldies nachweisen lassen. 

Es ist also in der That die Identität beider Prindpien für ebene 
sowohl als körperliche Rftnme nachgewiesen. Bei Punkten einer 
geraden Linie reicht das Princip der gleichen Konstmkticmen nur 
dann aus, wenn man mit den Konstruktionen aus der geraden Linie 
herausgeht, und also ein entsprechendes Punktenpaar ausserhalb der- 
selben annimmt ; das Princip der gleichen Zdger hat hingegen auch 
dann noch, wie Überhaupt immer, seine direkte Anwendung. 

§ 163. Nach dem Princip der Reichen Konstruktion nennen 
wir zwei Vereine einander redprok , wenn jedem Punkte des ersten 
Vereins eine Gerade des andern dergestalt entspricht, dass, wenn 
man in der Ebene des ersten Vereines eine Gerade zieht, von allen 
Punkten, welche in dieser Geraden liegen, die entsprechenden 
Geraden des andern Vereines durch einen Punkt gehen, und umge- 
kfilirt zu allen Geraden des zweiten Vereines , welche durch den- 
selben Punkt gezogen werden kennen, die MStspredienden Punkte 
des ersten in einer geraden Lixne liegen. Ebenso werden zwei rttum- 
Hebe Veretitö dnander nach dem Princip der gleichen Konstruktien 
ineiprok sein, wenn die Ebenen des zweiten Vereins, welche den 
sXmmtliehen Punkten einer Greraden im eorsten entsprechen , sieh In 
einer und derselben Geraden schneiden , und umgekehft die Punkte 
des ersten Vereins, welche den sibnmtiiehen £%eneny die dmrch die- 
selbe gerade Linie gehen, und dem zweite Vereine «ngehöriggedMdit 
werden, sieb durch eine gerade lizie Terbiaden lassen. £» bedaif 
kaum nodi einer Ausein and ei Se tz ung , dass die auf diese Weise 



reeiinroiEfesi GreUUe es «neb aaeh 4em ihrittcip der gleiehen Z«%6r 
sind , indem sich dies genan auf dieselbe Welse ergkibty wie es sich 
oben §te die KoUinealion ei^^. 

§ 164. Setsen wir drei Punkte, die niefat in einer geraden 
Linie liegen , entsprechend mit drei Punkten , & auch Hiebt in ge- 
rader Linie Kegen, und bilden daraus durch gleiche Zeiger zwei 
Vereine entspvecheBder Grössen: so wird das Gewicht einer jeden 
Grösse die Summe ihrer 3 Zeig^, also das Gewicht zweier ent- 
sprechender Grössen dasselbe sein ; es erscheinen also auch die Punkte 
selbst überall ak entsprechende Gztfssen, und esb^rselitalsoewisebtti 
denVeremender entsprechenden Punkte selbst ADfinitttt. Dairaifts folgt, 
dass, wenn a, b, c drei in gerader linie liegende Punkte, a', b', e' drei 
ihnen entsprechendePunkte dnes affinen Punkigebildes sind, dann nicht 
nur auch a', h\ c , in gerader Linie liegen, sondern auch die ewisohen 
ihnen befindlichen Abschnitte proportional sein mllssen, denn wenn 

abasambc, 
ist , wo m eine iSahl vorstelit , so wird auch nach dem allgemeinen 
Gesetz <ler Affinität 

a'b' «* mb V 
sein, und nach der Annahme sollten audi a' , b', c Punkte scön, wenn 
a, b, c es waren. Es flQlt somit unser Begriff der Affinität mit dem 
sonst üblichen Begriff derselben zusammen , sobald er auf dieselben 
Grössen , nämlich auf blosse Punkte (mit gleichen Gewiditm) ange- 
wandt wird. Die Erzeugung affiner Pnnktvereine tritt noch klarer 
hervor , wenn wir ParaUdkooMmaten zu €hrnnde legen , oder naeh 
unserer BönennuBigsweise , wenn wir zu einem Punkt und zw« 
Strecken des einen Vereins in dem andern Vereine eiaen Punkt und 
zwei Strecken als entsprechende setzen ; und dann die entsprecheioden 
Grössen durch gleiche Zeiger erzeugen: dann wird das Gewicht dieser 
Grössen gleich dem zu jenem Punkte gehörigen Zeiger sein, und 
also gkiek 1 erscheinen , wenn jener Zeiger der Einheit gleick wird. 
Zieht man somit in dem einen Gebilde von einem Punkte ans sw«i 
Strecken , und in dem andern von dem entsprechenden Punkte aus 
zwei entsprechende Strecken, und setzt diese Strecken als Richtmasse 
für die Bichtsttteke der demselben Gebilde zugehöitgen Pi^te^ so 
haben die entqnediendeiL Punkte beider Verenie stets gleibhe.G^- 
wichte; und zugleich sind dadurch aus 3 Paanen entspreehenier 



Fiaikt9 aUb tihrig^ entapreehend«» PnakteapaaM Ewciw «fBner 
Puxkktgebilde baatimmt, 

§ 165. Was die metrischen. Belationea xvekr koUine«reii 
Pm&tgebilde betrifft , so sind diese auf eine littchst einfache Weise 
dadnrdi «nsgedrückty dass 

„jede Ghnuidgleiehang , welche unabhängig ist ron den Miass- 
werthen der darin yorkooramenden GrOsaea, bestehen bleibt, 
wenn nuui statt der Grössen die entsprechenden eines kollinearen 
Vereines setat." 
NUmlieh da man diese Massw^rthe auch so setien kann, dass beide 
Vereine von Grössen affin werden, nnd flir affine GrOsBenrereine die 
Greltung dieses Satzes erwiesen ist, so gilt er nun unter jener Vorans- 
setaung auch ffir kollineajre Vereine. Eine specielle Folgerung dieses 
allgemeinen Sataes, welcher die metrischen Relationen, welche 
zwischen kollinearen GeUlden herrschen, in ihrer ganzen VoUstMndig- 
keit umfasst, ist z. B. die, dass jeder Doppelquotient zwischen vier 
Grössen A, B, C, D, welcher einen Zahlenwerth darstellt, auch den- 
selben Zahlenwerth behält, wenn man statt ABCD die entsprechenden 
Grössen A'B'C'D' eines kollinear verwandten Gebildes setzt; nämlich 
ein solcher Doppelquotient, da er sich in der Fonn 

AB OD 

bcda""" 

darstellen lässt, ist unabhängig von dem Masswerthe der 4 Grössen 
A, B, C, D, weil jede im Zähler nnd Nenner einmal vorkommt, folg- 
lich wird, wenn man diesen gleich einerZahlm setzt, diese Gleiehnng 
auch ioribestehen, wenn man statt der Grössen A, B, C, D die ihnen 
kaUinaar entsprechenden Grössen A', B', C, D' setat, nnd man hat 
aendt 

AB CD A^ CD^ 
BCDA^BCDA* 
ÜTAmendieh hat man , wenn a, b , c , d Punkte einer geraden Linie 
sind, und a, b', c , d' die entsprechenden, 

ab od aV e'd' 

bc da b V dV * 
Sban.faa ist, wfiux A eme Lhue, b^ e, d aber Punlola sind, wehhe mit 
A in diBüttlbfln EbsM liegen nnd selbst uatar eiwaader in demdbon 
gisaden Linie Uageo ' 
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Ao' db A'c dV 
FMDfir wena A tad O ^«rade Ltnieii, b umL d Punkte diid, und A, 
C, b, d in dandbea fibene liegen, so irt 

Ab Cd AV ai' 

bCdA^b'C^d'A" 
J^erner wuua A und G Ebenen, b und d Punkle eiad) so ist 

Ab Cd AV Cd' 



/ • 



bC * dA b'C ■ d'A' 
EndUdi wenn A, B, C, D Limen im BaiUM sind, ao ist 

AB CD AB' CD' 



/ • 



BC DA B'C DA' 
Die binzngefilgtea Bedingungen entsprecben aämlkb der in dem all 
gemeiiterBn Satse UmaogelÜgten Bedingnsig, dase der Dopp^«otie»t 
eine ZaU daietrikn aell. 

§ 166. Wie flieh nun die KelUneation anr A^Bnität verliKlt, 
80 verhält sich die Projektion zur Abschattang , indem, wie wir oben 
zeigten, bei Elementargrössen das System der Abschattung die Pro- 
jektion darstellte. Es werden also auch alle Orundgleichungen, 
wttlche von dem Maaswerthe ihrer GMssen unabhiagig sind, bestehen 
bleiben, wam man stott der Grössen ihrePre[^ektioaen eetzt; nament- 
lich werden auch jeneDoppelqueÜenten bei der IVojektion denselben 
Wevth beibehalten. Wie ferner die dnreh Abechattinig ans eiuMider 
erzeugbaren Vereioe eine besondere Art der Afünfttltt ^Unrsleiltea, so 
werden nun auch die durch Projektion ans einander erzeugbaren 
Yereine eine besondere Art der KolHneadon darstellen, und zwar 
k(}niien wir^ wenn wir die diuoh Projektion ans einander eneugbarsn 
Yereine perspektivisehe nennen, den Sata anfsteUen: 

„Zwei ki^lmeareVetfeine sinddami undnar dann perspektiviscli, 

wenn la dem Dnrehachnitte der beiden Systeme, dem jene 

Vereine angehören , je zwei entsprechende Punkte ziTnamnwwf- 

fallen, und der Sinn der Projektion ist dann bestimmt." 

Dieser Satz ist eben nur eine Uebertragang des in § 158 für die 

Abflchttttong angestellten .Salzes» NamentHeh Mgt darana anek, 

daas flwei k^llineiare linien, welche niekt in Biner' Bbebe liegen, 

Bteis petspehttvisoh simI, weil sie siek nicht admeUM. Badtich 

wird in deBMeftenFallei in wekbem die koUiaeaDan Vareinee angkieh 
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affin werden, die Projektien nüt der Abtehattang identisch werdenl; 
nämlich wenn die Abschatlang nnd die abgeschattete Grttose Punkte 
oder überhaupt Elexnentaigrdssen enter Stafe mit gieiehenOewiohten 
darstellen. Dies wird der Fall sein, wenn das Leitsysttai ein Aus- 
dehnungssystem ist (oder anders ausgedrückt, als Elementar- 
system ins Unendliche ifiiUt). Dieser Fall trat im ersten Abschnitte 
(§ 82) ein, weshalb dort Projektion undAbsehattSBgsusaaamenfielen. 
§ 167. Fragen wir überhaupt danach, welche Gleichungen 
unabhängig smd von dem Kasswerthe der^ Grössen geltender Stufe, 
die darin vorkommen, und welche also in der Projdktion und Über- 
haupt in der Kollineation best^en bleiben, so sind es diejenigen, bei 
welchen jede Grösse von geltender Stufe, in demselben Gliede eben 
so oft als Faktor des Nenners vorkommt, wie als Faktor des Zählers, 
und nur diejenigen Faktoren, weldie sämmtüehen Zählern oder 
Nennern gemeinschaftlich sind , können in den Gtiedam beÜebig oft 
vorkommen, w^hn nnr in allen gleich oft. Die einfachste Form einer 
solchen Gleichung ist daher 

«QA /«JB 
PA + PB""^ ••"""' 
wo 0, /^9... ZahkagröBsen vorstelleii, und wobei wir, damit die 
Gleichung einen bestimmten Sinn gewinne , anaehmen müssen, dass 
die Nenner PA, PB,... • einander gleichartig sind, ohne null au 
werden. Setaen wir dies voraus, und nehmen wir Q gleich der Einheit, 
wodurch die Gleichung übergeht in 

PA+PB+"-- ^' 



so nennen wir dieselbe eine harmonische Gleichung, a, /0,... 
die harmonischen Koef&cienten (härm. G^ewiehte) , die Systeme von 
A., B^. .. dieharmeaisehen Sjrsteme, P das Polsystem» V^tastehen 
wir unter A, B,».. blosse Systeme , so sehreiben wir die Gleichung 



P 
äA-j^/JB— p. .. .»«iO, 
imd.sagen, der Ausdruck oA-f^/ffl^**** "^ ^ Beaug auf P gleieh 
BUll^ Die Bedingimgv dassdie Grössen PA^ PB...« alle einander 
gleidiartig nein müssen', ohne null zu werden^ kömwn wir auek so 
ausdrücken^ dass flbr alle dieseProdokte das nächst rnnfaimfwd e System 
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und' das gemonmhiilllidieSjBtflm der Faktoren dieselben seSn Biltoseii. 
Wen» dmH nKehstoiiifaflsend« Syitem in ftHen dasselbe sein soll , so 
heisst das, es muss dasselbe zusammenlallen mit deujenigvn Systeme, 
was die sämmtlichen Grösse» P , A , B , . . .'. aunächst umfasst , d. h. 
mit dem Hanptsysteme der Gleichmig. Wenn das gemeinsebafthciie 
System in einem jener Produkte, abo auch in allen Yon nnllter Stufe 
ist, so sind die Produkte äussere, und dann, aber auch nur dann sind 

«A 

die Werthe der Quotienten — u. s. w. bestimmte Grössen (§ 141). 



In diesem Falle nesnen wir die hannonisc^e GleiehuBg eine bar- 
monische von reiner Form. Aber obgieieb in dem andern Falle die 

aA 

Quotienten :^ nur partiell bestimmte Werthe darstellen, so behält 

die harmonische Gleiobnng dennoch auch dann ihre bestimmte Be* 
deutOBg, welche wir nun aofsiidien wollen. Da PA, PB,.... 
einander gleidiartig sind, ohne null lu weiden, so mflssen sieh solche 
Hasswerthe von A, B . . . . annehmen lassen, dass 

PA«»PB — .... 
ist; dann wird die Gleichung in der Form 

«A-^/^B-*^.. . . 

PÄ ^' 

erseheinen , wovaus man duieh MaliipHkatiott mit PA die absolute 
Gleiehimg 

aA + /?B + = 

erhält. Multiplicirt man diese Gleichung mit P, so erhält man 

(a-|-;y+....)AP — 0, d. k 
a-^/J-|-.. . .""0 
oder 

„in einer hamonisdben Gleichnng ist die Summe der har- 
monischen Koeffieienten auf beideii Seiten gleich.^ 
Zugleich erhält man hierdurch ein Mittel, um den Werth i^, welcher 
der Gleichong 

P 

aA-4-/*B + — ^S 

genttgt, zu konstruiren, d. h. den harmonischen KoefiBcienten und das 
harmonische System dieses Gliedes zu finden; nämlich erstens ist 
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zweitflMi ifli, w«ttiA>B,«.»« 6o groü genMcht aiiid, dMsdiePto* 
dnkte mit P einMidar gkich aind, «nd mich 8 In solohttr GvÖsse an- 
geiKyniinai wisd, nadh dem vtoilgiaii 

oder 

ö 

wodurch 8 selbst, wenn nicht etwa cT imU ist *), bestimmt, also auch 
das System von S bestimmt, die Bedeutung der harmonischen Gleichung 
somit nachgewieaea ist. Wirnennen dasSTsteiDTMiS diehannonische 
Mitte Bwisohen den. Systemen A, B , . . . . inBeaug auf die siigdiiöiigen 
Koefficienten a, ß,.... und das Polsystem P, und dieb System ver- 
bunden mit dem harmonischen Koefficienten (er -j- /?-{-... .) nennen wir 

die auf P beittgUohe harmonische Summe Ton er A, ßB , 

§ 168« Im .vorigen ParagnpiheiL haben wir geaeigt^ da« eine 
harmonisohe GHeiehiing auch als absolute besteht, wieui mtm den 
Systemen solche Masswertfae beilegt, da^s ihre Ptodukte mit dem 
Polsysteme einander gleich werden« Wir können nun auch umge- 
kehrt schliessen und sagen ^ ,^eine GLeidnuBtg awiscien YielfaGhen- 
summen von Grössen, deren Produkte mit einer und derselben Grösse 
P gleichen Werth liefern, sei eine' harmonische , wenn man die 
Koefficienten j^ner Grihraen als haiftiotiinhe KoefSöenten der durch 
sie dargestellten Systeme , das System von P aber als Poteystem 
setzt'' InderTbatist ... 

'€rA«-|-/ÄB-^ anOS- 

die gegebene Gleichung, und ist . . ^ 

PA = PB — ...• — PS^ 
so erhält man, indem man mit PS dividirt, und links statt die Summe- 
zu dividiarea die Stücke dividirt, indem man dnnn «tatt PS die ihm 
gleichen AusdrOdbe tsetat; die . hannomsche Gleickmg • 



■4 ■ ., »» «■ ■ fc« 



*) Ist <r null, und auch «A -f- /9B + . . . ■» , so ist S gtlütiRe^ nnbd- 
stimmt, wie dies auch in der Ifee der harmonischen Gleichung liegt. Ist tf 
null und aA + /9B + • • • stallt einen geltenden Wertti dar, so giebt es keinen 
(endlichen) Werth von S, .welcher der Gleichung genügt; da dann auch 
(aA -f /^ + . .' . .) P gleich null ist, so ist klar, aass das System, was jener 
Summe entspricht, auch nicht Ü^r Bedingung mit P ein "Prodiikt von gelten- 
dem Werthe zu liefern gentigt« . . -f v - • \^ 



odeif 

P 

oA+zm-f — 0, 

wo A, B, . . • mxc noch bloise Sjflteme Tontellen. DtetgIi diese Sätze 
ergeben sielt nun leicht die Umwandlungen, wekher eine harmo" 
nisehe Gleichung, welche in reiner Form erscheint, fthig ist. Zuerst 
leuobtet nnnuttelbar ein, dass man einestbeils die süramtlichen harmo- 
nischen Sjwbeme , andemtheils das Polsystem mit ein«n Systeme L 
äusserlioh kombinken darf, welches yoq dem Hamptsysteme der ur- 
j^rUngliehen Gleichung unabhängig ist, ohne dass die Gleichung auf- 
hört eine harmonische au sein. Denn wenn 

aA+/^B + .... = 
und 

PA saw PB ^W .... 

ist, so. ist klart dass^ wenn L von PA unabhängig' ist und PA, wie 
wir voraussetzten, ein äusseres Produkt ist, auch 

LPA — LPBar.... 

sei , also auch LP als Polsystem angenommen werden könne , dass 
femer 

aALrf,ifflL+....— 
und -II' 

PAL~PBL — .... 
sei , also diese mit L kombinirte Gleichung noch in Beaug auf das- 
selbe Polsystem P eine himnonisehe sei <%Qe Vergleich wichtiger 
als diese Umwandlungen sind diejenigen, bei welchen man nicht 
aus dem Hauptsysteme der ursprünglichen Gleidiung herausgeht. 
Setzt man nämlich P gleich Q » ß, sei es nun, das Q . R ein äusseres, 
oder dass es ein auf das Hauptsystem der Oieiehung bearagliches 
eingewandtes Produkt darstelle > so wird, da P.A als äusseres 
oder auch als eingewandtes Produkt nnllter Stufe betrachte wer^ 
den kann, das Produkt Q.R.A (nach § 139) ein reines, also 
gleich Q.(R.A) sein.' Multiplicirt mait' daher die ursprüngliche' 
Gleichung 

fl^ + i«B + ... = 0, 
zu welcher die Bedingungsgleichungen 
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P.A — P.B — ..., 
oder 

Q.(B.A) — Q.(R.B) — 

gehören, mit R, so erhält man 

aBA-f/SBB-f. . . *«üO, 
welche vermöge der Bedingimgiggleichiuigen in Bezi^^ auf Q har- 
moniflch ist. Also 

,,Stelli man das Pokystem einer reinen harmonischen Olei- 
ehnng als Kombination dar, sei es ab äussere, oder als einge- 
wandte auf das Hianptsystem der Gleichnng bezIlgUche: so 
bleibt die G^dinng eine rein harmonische, wenn man das 
eine Glied jener Kombination mit den harmonischen Systemen 
kombinirt , diu andere als Polsystem setzt , alles ttbrige aber 
unverändert lässt.^ 
Um die Allgemeinheit dieses Satzes und den Reichthum der Beaie- 
hungen zu Übersehen, welchen er in sich fasst, haben wir auch 
diejenigen harmonischen Gleicbungen in Betracht zu ziehen , welche 
nicht in reiner Form erscheinen. 
§ 169. Ist die Gleichung 

a A -f- ßR -^ • • . • ^ 
mit den Bedingungsgleichungen 

PA«-PB — .,.. 
gegeben, und sind die Produkte PA u. s. w. eingewandte: so lässt 
sich die harmonische Gleichnng , welche daraus hervorgeht , in rei- 
ner Form darstellen. In der That, wenn £ das System darstellt, 
welches den Faktoren eines jeden dieser Produkte gemeinschaftlich 
ist , so wird P sich als äusseres Produkt in der Fovm Q£ darstellen 
lassen, und man hat 

PA--QE.AM-QA.E; 
also gehen die Bedmgangsgleiduingen über in 

QA.EaQB. £«-... 
oder, da E dem QA etc. untergeordnet ist, in 

QA— QB«-..., 
wo QA u. s. w. äussere Produkte sind; und die Gleichung ist also 
auch harmonisch in Bezug auf Q, d. h. 

Q 
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und sie ist nun in reiner Form dargestellt. Also ^eine unreine 
harmonisclie Gleichung bietet stets ein System (E) dar, welches 
den sämmtlichen harmonischen Systemen und dem Polsysteme der* 
selben (P) gemeinschaftlich ist, und man kann die Gleichung in 
reiner Form darstellen , indem man als Polsystem irgend ein System 
(Q) setzt , dessen äussere Kombination mit jenem gemeinsehaftlichen 
Systeme (E) da« ursprüngliche Polsystem (P) liefert." 

Da man nun aus den zuletzt gefundenen Bedingangsgleichnngen 

QA = QB = ... 
ftir den Fall , dajs» A, B, . . . das gemeinschaftliche System E haben, 
und El dem E untergeordnet ist, die neuen Bedingungsglei- 
chungen 

QA.Ei=-QB.Ei — .•. 
oder , da E| auch dem A , B , . . . untergeordnet ist, die Bedingungs- 
gleichungen 

QEi.A = QEi.B = ... 
ableiten kann, so folgt, dass dieselbe Gleichung aueb noch harmo- 
nisch ist in Bezug auf QE^. Daraus folgt, dass man in einer reinen 
harmonischen Gleichung das Polsystem mit einem Systeme , welches 
allen harmonischen Systemen untergeordnet ist, kombiniren, und 
diese Kombination als Polsystem setzen kann, oder allgemeiner 

„Wenn die harmonischen Systeme einer Gleichung ein System 
von geltender Stufe gemeinschaftlich haben , so kann man das 
Polsystem beliebig ändern, wenn nur dasjenige System, welches 
jenes gemeinschaftliche System und dieses Polcrjrstem zunächst 
umfasst, dasselbe bleibt." 
Nehmen wir femer an, dass in einer reinen harmonischen Gleichung 
das Polsystem demjenigen Systeme B , was die sämmtlichen harmo- 
nischen Systeme zunächst umfasst , nicht untergeordnet sei , sondern 
mit ihm nur ein System E gemeinschaftlich habe , und sich also in 
der Form Q£ darstellen lasse, wo Q von jenem nächstumfassenden 
Systeme unabhängig ist, so kann man statt der Bedingungsglei- 
chungen 

QEA — QEB = ... 
auch, da Q von dem Systeme, welches die Faktoren EA , EB,... 
zunächst umfasst, unabhängig ist, nach § 81 mit Weglassung des 

Faktors Q die Gleichungen 

17 
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£A"**IiB w . • . • 
Mtaen^ d. k. die Gleiehnng ist aaeh bamonifleh in Besng auf E, 
da man nun nack § 138 auch E ined^r mit jedem von B nnab* 
hllngigen Systeme äaüerlidi kosnbioiren darf, so haben vir dea 
Sata: 

^Man kann in einer reinen harmonisohen Gleichung das Pol- 
system beliebig in der Art lindem , dass dai^enige System, 
welches es mit dem alle harmonisohen Systeme mmäohst um- 
fassenden Systeme gemeinschaftlich hat, dasselbe bleibt." 
Dieser Sata entspricht dem rorhergehenden, und lässt sieh, wenn 
man will, in die ganz entsprechende Fonn kleiden. Aveh übersieht 
man leicht , wie man durch Kombination dieser beiden Gresetse ein 
allgemeineres Gesetz ablmten könnte , welches jedoch wegen seiner 
verwickelten Form von geringerer Bedeutung ist*). 

§ 170. Vermittelst dieser Sätze nun können wir den Satz 
aus § 168 noch in einer etwas einfacheren und für die Anwendung 
beqpiemeren Form darstellen. Nfimlich wenn wir die dort gewiUte 
Beaeichnung wieder aufnehmen , so können wir in der harmonischen 
Gleichung 

Q 

aBA-f/KRB -|- . . . . — 
nach dem ersten Satze des vorigen Paragraphen statt Q auch QB, 
d. h. P setaen, und haben scnnit den Satz : 

„In emer reinen harmonischen Gleichung kann man ohne 
Aenderung des Polsystems die harmonisdien Glieder mit jedem 
dem Polsystem eingeordneten Systeme kombiniren." 
In diesem Satze liegm die sämmtlichen Sätze über die hannonischen 
Mitten (osn^res de moyemnes AarmoiMgve«) , welche Poncelet auf- 
gestellt hat**). In der That kat man a. B. in einer Ebene die har^ 



*) Es wflrde dies Gesetz etwa so ausgedrückt werden können : Wenn 
man ein veränderliches Polsyetem mit dem die harmonischen Systeme zu- 
nächst umfassenden Systeme kombinirt, und dabei dasjenige System, welches 
diese Kombination und das allen harmonischen Systemen gemeinschaftliche 
System zunächst nmfasst, konstant bleibt, so bleibt die harmonische Glei- 
chung als solche in Bezug auf jenes veränderliche Polsystem bestehen. 

**) In seinem Mimoire tur les centres de moyennes harmoniqueSf welches 
im dritten Bande des Crelle*schen Journals abgedruckt ist. — E&ae Er- 
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moniscbe Mitte mebrerer Liiiieii in Beang a«f gewiflBe baaumiBche 
Koelfident^n und einea Punkt der Bbeae ah Pol; vid mmh zieht 
dur^h diesen Punkt eiae gerade Linie, so wird «wisehen den Durch- 
schnittspiinkten dieser Linie mit den ersteren nach dem suletzt ange- 
führten Satse in Bezug auf denselben Pol auch dieselbe harmonisehe 
Gleichung herrschen; oder, anders ausgedrückt, wenn man duseh 
einen festen Punkt «ine veränderliche Gerade sieht, welche eine Reäe 
von n festen Geraden derselben £bene schneidet und man bestimmt 
in Bezug auf jenen Punkt als Pol die harmonisehe Mitte ewisohen 
den mit konstanten harmonisdien Koefficienten behafteten Dnvehr 
Schnittspunkten, so liegt dieselbe in einer fest^i Geraden, und zwar 
ist diese Grerade die harmpnische Mitte jener n Geraden in Bezug aaf 
denselben Pol und dieselben harmonischen Koefficie»ten. Hat meoi 
auf der andern Seite in Bezug auf eine Axe die hArmonisehe Mkte 
zwischen einer Beihe von n Punkten derselben Ebene, und man kgA 
durch irgend einen Punkt der Axe und jene n Punkte gerade linien, 
so findet zwischen ihnen nach dem angefahrten Satze in Bezog antf 
die Aze dieselbe harmonische Gleichung statt, wie zwischen jenen n 
Punkten. Oder verbindet man einen in einer festen Geraden liegendeft 
verlfnderlichen Punkt mit n festen Punkten derselben Ebene, so gelbk 
die harmonische Mitte dieser Verbindungslinien üi Bezug auf jene 
Gerade als Axe und in Bezug auf eine Reihe konstanter Koefficienten^ 
welche jenen Punkten zug^ören, durch einen festen Punkt, undzwat 
ist dieser Punkt die harmonische Mitte der gegebenen n Ptakte m 
Bezug auf dieselbe Axe. — Wollen wir die zweite AusdrucksforiD 
IQ ihrer ganzen Allgemeinheit darstellen, so gelangen wir zu folgen^ 
der neuen Form des oben aufgestelltai Satzes : 

„Kombinirt man eui veränderliches System B, welches eisMBi 
festen Systeme P als Polsysteme eingeordnet ist, mit n £osten 
Systemen A, B, . . . , deren jedes mit dem Polsysteme kombinift 
das Hauptsystem liefert : so ist die haimomsehe Mitte jener n 
Kombinationen, in Bezug auf n zugehörige feste EJoeffiioienten 
a^ ß^....j d^ren Summe niebt null ist, und auf jenes Polsystem 
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Weiterung dieser Poncelet*schen Theorie habe ich in einer Abhandlang 
»Theorie der CentMlen'^ , wridie im Si-ten Baade desselben JournaU abge- 
druckt ist, versucht. 
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' > P eiaem festen Systeme Q eingeordnet, und zwar ist dies feste 
System Q die harmonische Mitte der n festen Systeme A , B , . . . 
in BeEug auf dieselben Koeffieienten a, fl,.., und auf dasselbe 
Polsystem P." 
Diese Ausdrucksibrm ergiebt si^ aus der ersteren (im vorigen Para- 
gmphen aufgestellten) mit vollkommener Schärfe , wenn man von 
dem Satze Gebrauch macht , dass wenn das Polsystem , die harmo- 
nischen Systeme, deren jedes mit dem Polsysteme kombinirt das 
BUinptsystem liefert, und die zugehörigen harmonischen Koefficienten, 
deren Summe aber nicht null sein darf, gegeben sind, die harmo- 
nische Mitte jedesmal bestimmt ist. — Die letzte Bestimmung in 
diesen Sätzen , dass nämlich das feste System Q , dem jene harmo- 
Bischen Mitten eingeordnet sind, selbst als harmonische Mitte erscheint, 
fehlt in der Poncelet'schen Darstellung, und es bieten daher die 
hier gefundenen Ausdrucksformen , da die harmonische Mitte nach 
§ 167 leicht konstruirt werden kann, zugleich neue und einfache 
geometrische Beziehungen dar. 

§ 171. Ich will diese Darstellung mit einer der schönsten 
Anwendungen schliessen, die sich von der behandelten Wissenschaft 
machen lässt, nämlich mit der Anwendung auf die Krystallgestalten. 
Dodi will ich mich hier auf die Mittheilung der Resultate be- 
schränken , indem ich die Ableitung derselben dem Leser überlasse. 
BekanntHeh stellen die Krystallgestalten jede ein System von Ebenen 
dar , welche ihrer Lage nach veränderlich , ihren Bichtungen nach 
aber konstant sind , d. h. statt jeder Ebene , die an einer Krystall- 
gestalt hervortritt, kann auch die ihr parallele hervortreten , ohne 
dass dadurch die Krystallgestalt als solche geändert wird. Die Ab- 
kttngigkeit, in welcher die Richtungen dieser Ebenen unter einander 
stehen , können wir vermittelst der durch unsere Wissenschaft fest- 
gestellten Begriffe so ausdrtlcken : 

fl 'iDiiMTettn man vier Flächen eines £[rystalles ohne Aenderung ihrer 

n^3ni'fiidlä»j%en so legt, dass sie einen Raum einschliessen*), und 

iii^ti'l|^)Stüd£et welche dadurch von dreien derselben abgeschnitten 

werden, zu Richtmassen macht, so lässt sich jede andere Fläche 

^anlhnßildA i^mio nl iloi 

-a^cfß^^lBMntt. Uegfl^flolite^IdAss die Flächen kerne parallelen Kanten haben 
dfbrfen. 

•71 
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des KrystaHes als VielißioIieiMSiamne dieser Biebtmasse ratt^nül 

ausdittckea.^ 
Darin, dass der Ausdruck ein rationaler ist, liegt, dass die Zeiger sie& 
ak rationale Brüche, und also, da es nur auf OnrYerhältniss ankommt, 
sich als ganze Zahlen darstellen lassen. Hierbei bemei^en wir 
noch, dass im Allgemeinen diejenigen Ebenen am häufigsten am 
Erystalle hervorzutreten pflegen, deren Zeiger sieh durch die 
kleinsten ganzen Zahlen ausdrücken lassen, und dass es schon äusserst 
selten ist, wenn die Zeiger einer Krystallfläche sieh nur durch ganze 
Zahlen ausdrücken lassen , unter denen grössere als 7 Torkommen. 
Namentlich Utsst sich die abschneidende Ebene, da ihre 8 Ttojeky 
tionen im Sinne desKichtsjstemes die 3 Richtmasse geben, alsBumm'e 
derselben darstellen, d. h. ihre Zeiger sind 1,1,1. 

Aufgabe. Es sind in Bezug auf 4 Ebenen A, B, C, D, yoü 
denen die letztere die abschneidende ist, die Zeiger von vier anderen 
Ebenen Qi > Qs 9 Qs » Q ui^d die Zeiger einer Ebene P gegeben, man 
soll die Zeiger x, 7, z von P suchen, wenn Q^, Q^, Qs ^^^ Q 
als die ursprünglichen Ebenen , und zwar Q als die abschneidende 
betrachtet werden sollen. 

Auflösung. Es ist, wenn x, 7, z sich auf Q^ Q3 Qs b^ 
ziehen 

P.Qa.Qs Qj.P.Qs QiQa.P 

Diese Auflösung , welche sich durch die Gesetze unserer Ana- 
l7se aufs leichteste ergiebt*) , erscheint in höchst einfacher Gestalt, 



*) Sind nSmlich Pi P^ Ps die dnrcli Q von Qi <^ Qs abgeschnittenen 
Stücke, 80 hat man die Zeiger x, 7, z zu sncben, welche der Gleichung 

P— xPi + 7P,-f»P» 
genügen. Ist nun Pi —nQ,, P,aevQk, p,«« wQs» 
also 

l)Q-uQ, + vQa + wQs, 
und ist ferner 

a>P-x'Q, + 7Q, + «'Qs, :• 

80 ist auch 

f f f 

X ▼ E "J 

P-fP. + fP. + ^P., 

n V w 



z 
u 



also x^ — ^, etc. 
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wSliiettd bei der gewöbnlioheii BaaljÜbA/bn Mediode, «owolil die 
Endfonnel als auch die Mittelglieder in sehr verwiekeltea Formen 
encheineiv Aus dieser Anflöstuig fliesst so^eh der Satz : 

„Wenn sieh eine Beilie von Ebenen ans 4 Xbetten , die einen 

Eaam einseUieasen, aiif die angegebene Weise rational ableiten 

Usflty so Ittsst sieh auch dieselbe Beibe ven Ebenen aus jeden 

vier andern Ebenen dieser Reibe, welebe einen Baum ein- 

sdiliesseny gleichfalls rational ableiten«" 

Jede Kante der KtystaUgestalt erscheint ab Produkt der Flächen, 

welche sie bilden, und dadurch ergiebt sich die Lörang der Aufgabe : 

^Wean die Zeiger zweier flächen P , Pi in Beaug auf vi«? Ebenen 

Ayi.Bi G, D, von denen die letzte die absehneidende ist, gegeben sind, 

dann ihre Kante als Vielfachensumme der von den Ebenen A, B, C 

gebildeten und durch D begränzten Kanten an fbiden.^ Man erhält, 

wenn A , B » C die durch D begränzten Mächeaiäume darstellen, als 

die Zeiger dieser Kante die Ausdrücke 

P.P^.C A.P.Pj Pi.B.P 

A.B.C A.B.C A.B.C 

welche sich auf die durch die Produkte AB , BC , CA dai^pestellten 

Kanten beziehen*). Hieraus fliesst, da man beliebige 4 raombe- 



Nun ist aus 1) 



und ans 2) 



Qi.QsQs 



also X «M — mm -^= — ^==, etc. 

u Q.QiQs' 
•) NämUch #8 ist 

P>P|>O a B 

A.B.O 
die Projektion von P . Pi auf A . B nach € m. s« w. und dkraias folgt 

nun stellen AB, BC, CA jene 3 Kanten dar, welche zwischen A, B, C liegen 
und durch die Ebene D begränst werdent denn es seien c,a,b diese 8 Kanten, 
so werden die Flächenrftome bc, ca, ab den 8 FULchenr&omen A, B« O pro* 
portional sein (da diese die Hälften von jenen sind), und also AB, BC, CA 
den Produkten bc.ca, ca. ab, ab.bo^ d. h. den Produkten abc.c, abc.a, 
abc . b oder den Grössen c, a, b proportional sein, und diese Grössen können 
also statt jener Produkte gesetzt werden. 



gtftaMaiib Krjr&tallflXdbten äk Fnndamentalflllehett annehmen kann, 
der Satz: 

„Wenn man 3 Kanten eines Krystalles , weleka nieht in dei> 
selben Ebene liegen, ohne Aendenmg Qaer Riehtang an einen 
gemeniBchafUiohen Anfangspunkt legt, und als ihre Endpunkte 
ihre Durchschnitte mit iigend einer Erystallfliehe setst, so Iftsst 
sich jede andere Kante des Krjstalles als Yielfachensumme 
dieser Strecken rational ausdrüdLen.** 
Da die hindurchgelegte Eb^oie D mit den drei Kanten a, b, c gleiche 
Produkte liefert , so wird man auch jede Ghrösse p , welche als Yiel- 
fachensumme von a, b, c dargestellt ist, als harmonische Yielfachen- 
summe von a , b , c in Bezug auf D darstellen können. Somit hat 
man den Satz : 

„Nimmt man 3 Konten einer Krystallgestalt und eine Fläche 

derselben (ohne dass die Kombination der 3 Kanten, oder der 

FUlche mit einer derselben null giebt), so Iftsst sich jede andere 

Kante des Kjystalles als harmonische Yielfachensumme jener 

Kanten in Bezug auf jene Ebene rational ansdrttcken«^ 

Dies Gesetz ist dadurch interessant, dass es die Beziehung der 

Biohtni^en (ohne Rttcksieht auf hypothetische Masswerthe) rein aus* 

drtlckt. Ebtti so ergiebt sich leidit, da die Flüchen ab , bo, ca mit 

der Kante a-j-b-j-e gleiches Produkt liefem, der Satz: 

„Nimmt man drei FUtchen einer Krystallgestalt und eine Kante 
derselben (ohne dass die Kombination der 3 Flächen oder der 
Kante mit einer derselben null giebt), so iMsst sich jede andere 
Fläche des Krystalles als harm<mische Yklfachensumme jener 
Flächen in Bezug auf jene Kante rational darstellen.*' 
Da die sämmtlichen Ausdehnungsgrdssen im Räume als Elementar- 
grossen, die äet unendlich entfernten Ebene angehören, au^efinst 
weiden können, so werden die Absohattungen auf irgend eine Gbund- 
ebene nach irgend einem Lei^unkte, ein dem ersteren affines Sjrstem 
darstellen, und also zwischen ihntti genau dieselben Gleidiungen 
stattfinden, wie zwischen den abgetdbatteten Grössen, und mngekehrt 
jede (Heidbung, welche zinsohen den Abtdizttuigen stattfindet, wird 
•«eh zwischen den abgeschatteten Grössen stattfinden; und derYento 
dieser Abschattnngen wird daher alle in der Krystallgestalt herrschen- 
den Beziehngen voUhömmen treu darstellen; die KzystalHächen 
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werden durch TiinJenjgrgsBeii, die Erjstallkaateii durch Pnnktgröflsen, 
oder sofern beide bloss ihren Bichtongen nach gegeben waren, durch 
Linien und Punkte dargestellt sein. Diese Darstellung in der Ebene, 
da sie alles, was bei denEjystallgestalten als wesentliches Torkommt, 
rein und treu abbildet , ohne das zufällige mit aufzunehmen , eignet 
sich besonders schdn, um die Krjstallgestalten in der Ebene zu ent- 
werfen. 

Diese Andeutungen mögen genügen, um die Fruchtbarkeit der 
neuen Analyse auch nach dieser Seite hin nachzuweisen. 



§ 172. Anmerkung il1»er olbie Proänkte. 

Ich habe mich in der obigen Darstellung hauptsttchlich auf 
solche Produkte beschränkt, in denen sich die Faktoren ohne Werth- 
änderung des ganzisa Produktes beliebig zu besonderen Produkten 
zusammenfassen lassen (§ 143); und es schien mir diese BeschrSnloing 
nothwendig, damit der schon überdies so mannigfaltige Stoff zusammen- 
gehalten werde, und der Leser nicht durch die immw wieder neu 
hervortretenden Begriffe ermüde, üeberdies erfordern die Produkte, 
für welche jene Bedingung nicht mehr gilt, eine ganz differente Be> 
handlung, neue und verwickeltere Grössen treten in ihnen hervor, 
und wenn gleich dkselben eine reiche Anwendung namentlieh auf 
die Mechanik und Optik gestatten , so kann doch diese Anwendbar- 
keit hier nicht ganz zur Ajischauung gebracht werden , indem dazu 
erst die in dem folgenden Theile zu entwickelnden Qesetze erforder- 
lich sein würden. Doch will ich die Art > ihrer Behandlung hier 
wenigstens an einem Beispiele erläutern, und zugleich auf die inter- 
essanten Chrössenbeziehungen hindeuten, welche sich dadurch auf- 
sehlieflsen. Es war bisher nur das gemischte Produkt (§ 139), 
welches jenem Zusammenfassui4;igesetze nicht unterlag, obgleich die 
allgemeine multiplikative Biaaiehüng zur Addition, vermöge welcher 
man statt eines zerstüekten Faktors die einzelnen Stücke setzen, und 
die so entstehenden einzelnen Produkte addiren kann, fär dasselbe 
ihre Geltung behielt. Aber ancb diese Bosiehung erscheint hier 
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noch ab eine emseitigey insofern swar genmcbte Produkte, in welchen 
Ein Faktor vexschieden ist, während die Übrigen gleichartig sind, 
danach sa Einem Produkte vereinigt werden können, aber nicht 
solche, in welchen mehr als Ein Faktor verschiedenartig ist, esmüsste 
denn sein , dass diese verschiedenartigen Faktoren schon au einem 
Produkte zusammengefasst seien. In der Aufhebung dieser Einseitig- 
keit nun liegt das Prindp der Behandlung jener Produkte. Es sei 
A|P. B| -f^AgP.B) eine solche Summe zweier gemischten Produkte, 
in welchen P der gemeinschaftliche Faktor ist, und die beiden letzten 
Faktoren nicht zu Einem Produkt vereinigt werden dürfen; so kann 
man statt dessen auch nicht ^ (AiB|-{-'A)B3).P setzen; sondern 
wenn wir einen solchen Ausdruck, wie es die Analogie der Multipli* 
katioB fordert, einfuhren wollen, so müssen wir die Stelle des Pro- 
duktes, in welche P einrücken soll, bezeichnen. Es sei diese Stelle 
durch eine leer gelassene Klammer bezeichnet, so dass 

[A().B]P^AP.B 
und 

[Ai().Bi + Aa().B8+....]P«»AiP.Bt + AjP.Ba+.... 
sei, und es werde ein solches Produkt mit leer gelassener Stelle ein 
offiaeB genannt. Treten mehrere Faktoren hinzu, von denen xmr 
Einer in die Lücke eintreten soll , so kann dieser durch dieselbe 
Klammer ausgezeichnet werden, durch welche die Lücke bezeichnet 
ist. Sind zwei oder mehr Lücken in dem Produkte , so müssen die 
Klammerbezeichnungen verschieden sein, wenn verschiedene Faktoren 
in dieselben eintreten sollen. Wir betraehtoi hier indessen nur die 
Produkte mit Einer Lücke , deren Summe formeil dadurdi bestimmt 
ist, dass die multiplikative Beziehung bestehen bleibt. Wir werden 
daher zwei Summen von offiaen Produkten , da sie nur durch ihre 
Multiplikation mit andern Grössen ihrem Begriffe nach bestimmt sind, 
dann und nur dann als gleich zu setzen' haben , wenn sie mit jeder 
beliebigen, aber beide mit derselben Gh^össe multipli<nrt, g^etdies 
Produkt liefern.*) Es kommt abo darauf an, die konstenten Be** 
raehui^en zwischen den in jenem Sammenansdrucke vorkcmunenden 
Ghrössen, die wir als veränderlich setzen können, auszumitteln, weui 
eben der Summenwerth konstant bleiben soll. Je einfacher und an- 



*) Wenn auch nur mit jeder Grösse von gegebener Stafe,wobei dann 
jener Summenwerth -sugleidi von der Btufensahl abh&ngig bleibt. 
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seJMroliehcr diaae kottstanten Besiehnagen a«fg«fiiflit Min Werden, 
desto einlaelftet und maehaulicfaer wird der Begriff jener äottme sein, 
iv'eleher eben als die Qesammtheit jener konstanten Benehnngen 
selbst aufgefasst wwden kann. Es lassen sieh sehr lei^t diese 
konstanten Beiielmngen als ZaUenbeziehnngen in Bexng anf irgend 
em SU Qronde gelegtes Bichtsystem darstellen. Nämlieli man hat 
dann nur die sämmtliehen Grössen in jenem Sommenansdraek S , so 
wie auch die Grösse P, mit welcher moltiplicirt werden soll, als Viel- 
£Mhensnnunen der Bichtmasse von gleicher Stufe dar jBnstellen , dann 
das Produkt SP gleichfalls als Yielfachensnmme von Bichtmassen 
an gestalten, so wird iii diesem Produkte der Koefficient eines jeden 
Biehtmasses (nach § 89) konstant sein , wie sich auch die Gritasen 
in 8 ändern mögen , wenn eben jenes Produkt oder j^e Vielfachen- 
stunme, anf welche dasselbe surilckgefährt ist, konstant bleiben soll. 
Ein jeder solcher Koefficient kann wiederum als Yielfkchensumme 
von den Zeigern der Grösse P dargestellt werden ; und da für jeden 
bestimmten Werth dieser Zeiger jene Vielfachensumme konstant 
bleiben soll, so muss auch in ihr der Koefficient eines jeden Zeigers 
Ton P konstant sein. Es ist nun sogleich einleuchtend , dass hier- 
durch die konstanten Beziehungen zwischen den Grössen in S voll- 
ständig dargestellt sind, indem aus ihnen die Beständigkeit des 
SwaunenatLsdrackes mit Nothwendigkeit hervorgeht. Wir erUtuterü 
dies an einem Beispiele. Es sei die Siunme 

S«=ei().ei+ej().ej+.... — 2[e().e} 
att behnndrin, in welchen e, e^, e^ . . . . Strecken im Baume voratelloi 
und wo bei der letateren Bezeichnung das Summenzeichen sich auf 
die versdiiedenen Anzeiger 1, 2 . . . begeht. Es ist klar, dass wenn 
die Strecken e nicht etwa Einer Ebrae angehören , die Grösse P, 
wdebe mit jener Summe mlihiplieirt werden soll, von zweiter Stufe, 
d« h« ein fläohenraum sein muss, sobald die Produkte der einzefaMA 
GKeder summirbar bleiben sollen , ohne null zu werden. Es seien 
müL a, b) c die BioktmassB erster Stufe des zu Grunde geleigtenBidit- 
syüems, be, ca, ab also die Bidbtmasse zweitmr Stofe» und e«noa*^ 

P iMb xW 4^ yua 4^ zaby 
so hat man 

PS-^ J(eP.e)— J(eP.(aia + /% + re». 
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Hier müssen die zu den BSxditmissen a, V, c gehörigen Zeiger des 
gittsen Aiisdraeks konstant sein ; d. hi es müsstti 

i(eP.«),i(eP./9),:?(eP.y) 
konstant sein für jeden Werth vom z, y, ■, wobei 

eP *«« abc (ftx -f-/^ +>*) 
ist. Daraus ergeben sich folgende 6 konstante Qhrössen : 

S(ßy), 2(r«), Smß). 
Beceiebnen wir diese % Grössen bemhlich mit 

A, B, C 
A', B', 0': 
00 ist 

PS — abe(Ax-f-Ö>+Bz)al 

+abc(Crx-f By-4-A'B)b( 2 

+ abc (B X + A y + Ci)c. ) 
Es hat demnach jene Smnme S dann und nur dann einen kon- 
stanten Werth, wenn in Bezug auf irgend ein festes Bichtsystem diese 
6 Zahlengrössen konstant sind. So haben wir nun zwar die kon- 
stanten Beziehnngen, welche zwischen den in jener Sutnaie vorkommen- 
den Grössen herrschen mtüsen, wenn die Summe konstant bleiben 
soll , bestimmt ; allein der einfache Begriff jener Summe ist dadurch 
noch nicht gefunden , weil in diese Bestimmtmgen ein ganz freani- 
artiges, mit dem Begriffe jenerSumme in keinerlei Beziehung stehen- 
des Element, nttmüeh das zu Grande gelegte Bichtsystem eingeführt 
ist» Es dienen daher jene 6 Grössen nur zur Uebertragung auf ge* 
gebene Richtsysteme, während der einfache Begriff der Bumme nöiäk 
zu realisiren ist. Wir können y vm uns der Lösung dieser Au%abe 
zu ntiiem , zuerst versuchen, jene Summe auf eine mögUdizt getnge 
Anzahl von Gliedern zivüekzitiMirai. Da jede Strecke 3 Zeiger dar- 
bietet, so scheint fOr den ersten Anblick jene Summe auf zweiGlkdet 
reducirbar, in sofern zur Bestimmung der t Zeiger jener Strecken 6 
Oleiohungen ers^Minen; alinin es erkrtlt leicht, dass^ wem nMiC 
etwa sämmtliche Grössen in S derselben Ebene angehören, jene 6 
Zeiger nieht so i^swithlt werden können, daas diesen 6 Gleichungen 
gentigt wird. Denn da das Bichtsystem willkührlich ist, so kann es 
auch so genommen werden, dass jene zwei Strecken mit zweien der 
Bichtmasse etwa mit a und b zusammenfallen; dafeisi ist kkrt, wie 
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SP — aP.a+bP.b 
stets eine Strecke der Ebene ab darstellt ; es miisate also 4a» Glied 
von SP, was der dritten Axe e angeblSrt, stets ntül sein, d. h. B', A', 
C müssten null sein. C aber , was die Summe der Quadrate von y 
vorstellt, kann nicht nnp werden , als wenn s&mmtliche Werthe von 
Y null sind, d. h« sämmtliche Werthe e der £bene ab angehöiten. El 
lässt sich daher die Summe S auf 'keine geringere Anzahl reeller 
Glieder zurttckAihren als auf drei. Da aber drei Strecken neun 
Zeiger darbieten, so werden dieselben durch jene 6 Gleiehungcoi niehjt 
bestimmt sein, sondern noch fdr drei Zahlenbestimmungen Baum 
lassen. — Um nun eine gegebene Summe S von der Form ^[e()e], 
in welcher die verschiedenen Grössen e nicht derselben Ebene an- 
gehören sollen, d. h. A, B, C, stets geltende (positive) Werthe dar- 
stellen, auf 3 Glieder zu redudren, gehen wir auf die Gleichungen 2 
zurück. Setzen wir hier 

P=nab; d. h. X«:ye=aO, z — l, 

so ist 

PS — (ab) S = abc (Ba-fA'b + Cc). 
Da hier C nicht null weräm kann, so ist (ab) S nie der Ebene ab 
parallel. Also können wir, da die Annakme des Biehtsystemes wiU- 
kührlich ist , wenn nur die drei Bichtaxen von einander unablUUigig 
dnd, die dritte Biehtaxe c parallel (ab) S aanehmen. Dann wird 

A— B— 
und (ab) S gleich ahc.Gc. Da axwb der Masswerth c.wiUkührlich 
ist und C positiv ist , so kann man c so aanehmon , dass C gleich 1 
ist*) ; dann ist 

(ab) SvKabe.c 
Ninunt man nun femor 

P«»ica, Ä«»«x — 0, 7«»1, 
so ist 

(ca) S — abc(Ca4-Bb)**), 
wiid nothweadig in der Ebene ab lieg^ muss, aber da B nicht null 



c 
*) Man hat su dem Bude nur statt c eu seteeH -rq-, dann verwandelt sich 



y« in ^ und -2r(y«) in ^2, d. h, in 1. 



**) Da ä: gleich null ist 
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werden kann, Ton a nsabliKngig ist. Da mm b innerhalb der Ebene 
ab irillkllhrlicb ai^enommen werden kann, wenn es nur von a nnab- 
blfagig bleibt, so kann man b sdbst diesem Ansdracke (ca.) S parallel 
setaen. Man bat dann noch 

C — 0, also A— B'— C'«=0, 
nnd ca . 8 wird gleich abcB . b, oder wenn man wieder den Masswerth 
von b so annimmt, dass B gleich eias sein wird, 

(ca).Sssabc.b. 
Endlich wird (bc) . S gleich abeA.a, oder bei einer solchen Annidime 
v^ a, dass A gleich eins wird, 

(bc) . 8 SB abc , a. 
Die Bedingungsgleichungen, die wir auf solche Wdse realisirt haben, 
sind also 

A — B'— C— 

A = B — G»-l; 
woraus folgt 

• 8 — a()a+b()b + cOc 4 

Es ist also auf die angegebene Weise jene Summe in der That 
auf drei reale Glieder zurückgeführt; und für die Gh*Ss6en c, b, a 
haben wir die Gleichungen 

(ab) . 8 »s abc . c | 

(ea).8=9abc.b > 6 

(bc).8 = abc.a. 1 
Zu diesen Gleichungen 5 würde man direkt gelangen, wenn man 
einmal yoraussetzt, dass sich jene 8umme auf 3 Glieder zurückführen 
lässt. Denn sind a, b, c die diesen Gliedern zugehörigen Strecken, 
so hat man aus 4 sogleich durch Multiplikation mit ab , ca , bc die 
Gleichungen 5. Betrachtet man eine dieser Gleichungen z. B. die 
efste, so ist sie ron dem Masswerthe des Faktors (ab), mit welchem 8 
multiplicirt ist, unabhüngig; setzt man daher irgend eine mit ab 
parallele Grösse gleich Q, so hat man 

Q8 — Qe.c — (cOc)Q, 6 

und da Q ursprünglich willkührlich angenommen werden konnte, so 
wird jede Grösse c, welche dieser Gleichimg für irgend emQ genügt, 
als eine der drei Strecken betrachtet werden können, auf welche sich 
S zurückführen lässt; dann ist Q selbst die Ebene der beiden andern, 
und in ihr kann dann noch die eine der beiden andern Streeken von 



«iBkHlisliekor Bifthtang «igenoiDiiieii weirdte» wodurck imm mÜm 
bMtimmt iBt. Jaae willktlkrlicl» AaaalnBie der itiohlimff der Ebene 
Q wid der Biohtiug der eiDen Strecke ia ihr ver^tt die SieUe der 
3 willktthrlich anKnndunenden ZahlenbeatiHiinimgen, toa denen oben 
die Bede war. Um mm den Begriff zu Teilenden , haben wir die 
Beaiehnng awisehen je drei Bolohem Strecken anlanfitollen ? dies wind 
geschehen, indem wir die Gleiehnag der Oberlftcke, dereikPiinlrtträ^er 
jene Strecken sind, wenn sie an denselben Anfangspunkt gelegt sind, 
«Q&teüen, und xwar in Besug anf je 3 beUebige Strecken, anf die 8 
zurückgeführt werden kann. Man hat, wenn p dieser Träger ist, und 
in die Gleichung 6 p statt c gesetat wird, 
7 QS — Qp.p. 

Ist nun 

p ca» xa -4- yb -4- zc 
S— a()a+bOb+c()c 
Q — x'bc -[- y'ca -|- z ab, 
ao ist . 

QS ■» abe . (x a + y'b -f- a'e). 

Aus (7) folgt alse, dass x'a^f-j'b^^^BO parallel p ist, d. h.da8i 
x' : j' : z' »s X : 7 : z ist. Da nun in der Gleichnng (7) statt Q jede 
mit Q parallele Grösse gesetzt werden kann, so können wir nun 

Qsaxbc-^yea-^zab 
setzen, dann erhalten wir aus (7) 

abc •»Qp«« (x*-|-y*-|-z*) abe, 
d.h« 
(8) x«4.7«-fz«— 1 

Dies ist aber die Gleichung eines Ellipeoides , in wekhem die 
Ghrundmasse a, b, c konjugirte Hälbmeaser sind.*) Nennen wir einen 
Ausdruck wie a Q a ein offnes Quadrat von a , so können wir die ge- 
wonnenen Besultate in filmendem Satze danteUen: 



.*) Wenn man unter x\ j, % die Koordinaten selbst yersteht, welche sn 

den Zeigern z, y, z gehören, so hat man z'^aza n. s. w., oderza« — n.s. w. 

und die Gfleicbung (8) wird dann 

z'2 y'a z'a 
ii-^-bT + ^-l' 

was die gMnöhnlMaFona ^er Qkiokang eines Kttipsoides Isl. 
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Eine Summe von offnen Quadraten im Baume ist 

gleicli der Svamie aus den offne» Quadraten Yon je 

drei beliebigen konjugirten Halbmessern, welche 

einem konstanten Ellipsoid angehören. 

Da dies Ellipsoid demnaoh der ToUkommen treue Atisdruek jenw 

Summe ist , so können wir aueh sagen , diese Summe sei ehie solche 

Grösse , die ein Ellipsoid darstellt , und selbst als Ellipsoid gedacht 

werden könne. Auf diese Weise nun ist der Begviff jener Summe, 

welcher Anfangs bloss formell auftrat, auf seine reale Bedeutung 

aurüekge^rt. Wir stellen uns die Aufgabe, die Gleichung des 

EUipsoids, welche zu einem gegebenen Summenausdruck 

8 — ^(e()e) 
gekört, zu finden. Wir haben zu dem Ende in der Gleichung (T) 

SQ — pQ.p 
nur entweder p oder Q zu eüminiren, indem p der Träger eines 
Punktes der Oberflilche ist , Q aber , da es die Ebene der zu p ge«- 
hörigen konjugirten Halfamesser darstellt , der Tangentialebene pa- 
rallel ist ; «m im ersteren Falle (wenn p dfjminirt ist) das Ellipsoid 
als TJmhttllte darzustellen, kränen wir uns der in § 144 erwähnten 
Methode bedjenen, wonach der Masswerth von Q so angenommen 
wurde, dass, wenn Q in die Lage der Tangentialebene versetzt wird, 
seine Abweichung vom Ursprung der Träger eine konstante Grösse 
ist, die wir der Einheit gleich setzen können. Es ist aber jene Ab- 
weichung gleich p . Q also pQ gleich der Einheit. Multiplicirt man 
daher obige Gleichung mit Q, so hat man 

S.Q.Q = pQ.pQ=l, 
was die geometrische Gleichung jenes EUipsoids als umhüllter Fläche 

ist. Es ist aber 

S.Q.Q = :?(eQ.e).Q = :?(eQ)^ 
und die Gleichung des Ellipsoids ist also 

2(eQ)«=l 9 

Will man diese Gleichung auf ein gegebenes Bichtsystem a, b, c zu- 
rückführen, so nehme man 

Q sBs xbc -|- yca -|- zab 
an und 

e = aa-|-/Sb-[-yc, 
also 
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eQ— (ax+/?7 + y«), 
wenn abc (das Hauptmass) der Einheit gleich gesetat ist, und man 
hat also 

oder mit Beibehaltung der obigen Bezdchnnng 

Ax« + By « -f- Cz» + 2 A yz + 2B'ax + 2C'xy — 1. 
Wir haben bisher nur die Summe von offenen Quadraten be- 
trachtet. Nehmen wir auoh die Differenzen in die Betrachtung auf, 
80 können die Ellipsoide auch übergehen in Hyperboloide , und wir 
gelangen dann zu dem allgemeinen Begriffe einer Grösse, die im 
Baume durch eine Oberfläche, in derEbene durch eine Kurve zweiter 
Ordnung dargestellt wird, und die wir, da sie ursprünglich als 
EUipsoid oder Ellipse erscheint, eine elliptische Grösse nennen 
könnten. Doch scheint es kaumnöthig, dies noch weiter auszuführen, 
indem der Gang der weitem Entwiekelung keine Schwierigkeiten 
mehr darbietet. Auch übersieht man leicht, wie die ganze Ent- 
wiekelung so hätte geführt werden können, dass gar nicht auf will- 
kührliche Koordinatensysteme zurückgegangen wäre , und ich habe 
den eingeschlagenen Weg nur darum gewählt, um zugleich die Be- 
handlungsweise für die offenen Produkte überhaupt hindurch- 
blicken zu lassen. 



Anhang L (1877.) 

Heber das YerhUtniss der niehteuldidlselieii Geometrie 

zur Aiudehniui^lelire. 

(Vgl. 8 16-«30 

Es ist die ganze Darstellung in § 16 — 23 zum Schaden der Wissen- 
schaft bisher fast ganz unbeachtet geblieben. Weder Biemann in, 
seiner Habilitationsschrift vom Jahre 1854^ die zuerst 1867 ver- 
(^ffcQtlicht wurde^ noch Heimholtz in seiner Abhandlung „lieber 
die Thatsachen, welche der Geometrie zu Grunde liegen. 1868^ 
noch auch in seinem vortrefflichen Vortrage „lieber den Ursprung 
und die Bedeutung der geometrischen Axiome. 1876'' thut der- 
selben Erwähnung, obgleich darin die Grundlagen der Gecmietrie in 
viel einfacherer Weise zur Anschauung kommen als in jeaeSr späteren 
Schriften. 

In der Ausdehnungslehre erscheint ganz speciell und im Gegen- 
satz gegen Euclid die gerade Linie als Grundlage der geometrischen 
Definitionen. Die Ebene wird in § 16 definirt als Gesammtheit der 
Parallelen, welche eine gerade Linie schneiden, und der Kaum als 
Gesammtheit der Parallelen, welche eine Ebene schneiden, und 
weiter kann die Greometrie nicht fortschreiten, während die abstrakte 
Wissenschaft keine Grenzen kennt. Da alle Punkte einer geraden 
Linie sich aus zwei Punkten derselben numerisch ableiten lassen, so 
erscheint die gerade Linie als einfaches Elementargebiet zweiter 
Stufe und entsprechend die Ebene als einfaches Elementargebiet 
dritter, der Baum als ein solches vierter Stufe*). Es sind also z. B. 



*) Um VerwechMlongen vonabengen, bemerke ich, dass die 
Strecken einer Ebene ein einfitches Ansdehnungs gebiet eweiter Stafe, 
die des Baumes ein einfaches Ans dehnnngs gebiet dritter Stafe und 

18 
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die Punkte einer Ebene ans drei nicht in gerader Linie liegenden 
Punkten nnmerisch ableitbar , etwa durch die Zahlen Xf , Xj| , X|. 
Wird nun swischen diesen drei Zahlen eine homogene Oleichung fortge- 
Betet, 80 redndrt sich die G^esanuntheit der Punkte, welche der Gleichung 
genügen, auf ein Gebiet sweiter Stufe, Ist diese homogene Gleichung* 
vom ersten Grade, so wird das so bestimmte Gebiet aweiter Stufe 
ein einfaches, d. h. eine gerade Linie ; ist a^er jene Gleichung von 
höherem Grade , so entstehen krumme Litthm , ftir welche nur ein 
Theil der für die gerade Linie gültigen .longjiI^etri^che^ Gesetze 
gelten wird. Geht man zum Eauin über , so ist jeder Punkt des- 
selben aus vier Punkten, welche ein Tetraeder bilden, durch vier 
Zahlen X| . . . X4 numerisch ableitbar. Herrschen zwischen diesen 
vier Ghrössen zwei von einander unabhllngige homogene Gleichungen, 
von denen keine vom ersten Grade ist, so erhalten wir Linien doppelter 
Krümmung , für welche wieder nur ein Theil jener lon^metrischen 
Gesetze gilt Schreiten wir nun vom Räume als einem Gebiet, vierter 
Stufe zn einem Gebiet fünfter Stufe vor (welches nicht mehr geo- 
metrisch existirt), so hat man fUr dasselbe fünf Ableitun^szahlen 
X| . . . X5 , und besteht zwischen diesen eme homo^niB Gleichupg^ 
ersten Grades, so kommt man auf das einfache Elementargebiet vierter 
Stufe, d. h. auf deii Euklidischen Raum zurück. Herrscht dagegen 
zwischen ihnen eine homogene Gleichung höheren Grades, so kommt 
man zwar auch zu Elementargebieten vierte Stufe, indessen zu solchen, 
für welche die Euklidischen Axiome nicht mehr gelten, also gewisser- 
massen zu nichteuklidischen Räumen^); ja man kann zu einem 
Elementargebiete 6. Stufe übergehen und zwischen den sechs Ab- 
leitungszahlen zwei höhere homogene Gleichungen annehmen und 
erhält so abermals neue Elementargebiete vierter Stufe**) und kann 



überhaiQipt die Strecken eines eUiiSR^hen £lenien,tfir gebiet^ (a-irl)«ter 
Stufe ein einfaches Ausdehnungs gebiet n-ter Stufe bilden. 

*) So 2. B. entsteht der Helmholtz^sche sphärische Raum, wenn man 
zwischen den genannten fänf AbleitunglBzahlen eine gewisse homogene 
Gleidmng sweHen Grades annimmt (oder allgfemeiaer ein gekruinmterRaum 
bei Annahme einer Gleichung beliebigen Orades). 

**) Man könnte einen solchen Baum im fleg^Müla an dem eben ge- 
nanntem (einfach) gekrümmten Bsom etwa eiasOt doppelt gekrümmten Raum 
nennen. 



deMn^eidHRigoii Baforthenrovlenclilet^ in wio'irat cUeBuklidiMheiv 
Axiome' nooli goltni. ft» ¥M«e# alMr dk AtifdeliiiJiuigeltiiM'dle'ToIl* 
koBUnMi auiraehende toid ganv aHgieraeiAe Gnuidlage tmk fHy diese« 
und) tthaliehei BeInMtauifta» 



Anhang 11. ^m:) 

Heber* 4m ehigewaitdte ' PraAiiirt. 

(Vgl. das dritte Kapitel des zweiten Abschnitts.) 

" Da in dem gaduMQ. Kapitel nur der Begdff dei auf ein Hanpt^ 
gebiet beattglidiea. Produktes zur i^idensB entwickelt ist ^ und alie' 
übrigen fornMUen Begriffe aaoh und nach fallen gelaaseii sind, s»' 
Tritre es Bweekaübsig y wr eaen , die ganse Entwiekelvng auf' jenew^ 
Begviff äivbesckrilnken« Dock htttto siehsoah' in' dieser BeaehitBkiui^ 
die Dantellnag einfiteber £ftssen lassen, ims ick* kiec Yersueken wili. 
Icbugeke» dabei avf den Sata amSobliiflBe'von § 126 sorildc, wonaok; 
wenn a imd bidieiBtajfinusaUbassv^eier Grössen^ ndiedes tieaimttckst^ 
uasfiiasenden GMuetes^ und e die de^gemeinsekaftliebeii GMb^etea is^ 
c «» a*f* b '^ u ist. Der' Begiifir des eingewandten* (regressiven^, ao^ 
einj Hanptgebiet'ibeaagMebmr IVodaktesi<ist dakin JsetgesteUt;' däis' 
dasselbe dann und nur dann nuH ist^ weanr ^m» die "Faktoren 0EmXdist&' 
umftuswende GMbiet rtm genngwer 8tafb ist ab dasj Ha up ^ g s b iet; 

Hieranif «ad au£ den allgemeinSB Beg^ der 'MuiiiplittationV d^. ki 
ftuf die bekannte Beaieknng 'deraelben aur Additiom ist der fimttalä^ 
Begriff des betracbteten Produkter gegrtUidet. Uito zwidbm reatont^ 
Begriff desselben zu gelangen, kommt es zunächst darauf an, dasjenige, 
was bei einofr Formänderung des Produktes, die denWerth desselben 
meht ändert, konstant bMbtv^iü möglichst anidiaoficbi» ^rm daflm^' 
stellen. Es sei* A . B da» eingewandt^» P&iodukt, deSsttii Wirtfr si^k«^ 

xmn ist^ und seien .a>UBdb'die8tiifeAaahl4W'TO»Aiuad' Bf' uidie^ikNl'' 

18* 
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Haaptgebietegt so seige ieh svent, dass bei jeder FMntedenmg des 
Produktes A.B> welche dessen Wetth unveriBdort Übst, das den 
beiden Faktoren gemeinsehalttidbe GeUel «BTeiinderl; bleibt. Un- 
mittelbar leoehtet dies ein, woin die beiden Faktmmi denselben 
Werth bebalten oder sieh in umgekehrtem Zahleaverhifltniwse ändern, 
weil dann auch deren (Gebiete dieselben bleiben. Aendert nun einer 
der beiden Faktoren z. B. der zweite B seinen Werth in B-|-B|, 
ohne dass sich der Werih des Produktes ändert, so folgt daraus, dass 
A . Bf OB sein, d. h. das die Faktoren A undB| zunächst umfassende 
Gebiet von niederer als u-ter Stufe, oder, was dasselbe ist, das ihnen 
gemeinschafüiehe Gebiet höherer als o-ter Stufe sein muss. Da nun 
die Summe zweier Grössen höherar Stufe naeh § 61 sich stets auf 
den Fall zurückfahren lässt, wo die beiden Grössen in einem Gebiete 
nächsthöherer Stufei also in unsennFaUe in ettooEL Gebiete (b-{-l)-ter 
Stufe liegen, so brauchen wir auch hier nur diesen Fall zu berück- 
sichtigen. Aber dann haben B und B| ein Gebiet (b — l)-ter Stufe 
gemeinsam, und man kann also B| in b einfache Faktoren zerlegen, 
von denen b-^ 1 in B liegoi und einer ausserhalb B ; nun soll Bi 
mit A aber c-|«l einfache Faktoren gemeinsam haben, was nur 
möglich ist, wenn c von jenen b--^ 1 einfaehen Faktoren zugleich in 
A liegen, d. h« dem gemeinsamen QBbiete C angehören, und der eine 
i^usserhalb B liegende Faktor von B| gleichfiills in A liegt. Es liegt 
sotioit das gaaae Gebiet C in Bf, d. h. C ist das gemeinsame Gebiet 
von A und B| also auch von A undB-^B|, das den beiden Faktoren 
gemeinsame Gebiet bleibt unveiändert, wenn das Produkt denselben 
Werth behält. Denn für die A^iderung des ersten Faktors gilt die- 
selbe Schlussreihe. Um nun den metrischen Werth des Produktes 
zu finden, setzen wir B«— CD, also A .B «- A . CD, dann stellt AD 
das umfassende, hier also das Hauptgebiet dar. Nun können wir 
einen Theil des HJaiqitgebietes gleich eins setzen (z. B. das äussere 
Produkt der in ihrer Beihenfolge genommenen ursprünglichen Ein- 
heitrai). Dann stellt A . D eine Zahl dar. Wenn dieselbe es A ist, 

so kann man statt C und D die Grössen Ci = >lC und D^ss^ einführen, 

ohne den Werth des Produktes CD zu ändern; dann wird aber 
A.D|«m1, und A.CD"» A»G|D|. Ich behaupte nun dass Ci bei der 
oben besprochenen Formändexung des Produktes nngeändert bleibt Es 
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ksnn naek dem oMgen Bf «»Ci . E| gesetzt weifden, wo Ei eiiieii ein- 
faehenlB'aktor mit A gemein hat, d. h. A . E^ ss i6t ; daim wird also ha. 
A.C|(Di4-Et) das Produkt A.(Di-4*£i)«-A.Bi«»l, imd ^ 
bleibt das so bestimmte Ci nngeXnd^rt. Wir köanen daher C| als 
dea wahren WeriJi des Produktes betnüchten tmd kdnnen dann aÜgei- 
mein, aueh wenn A . D nicht gleich eins ist, stets A . CD «» AD . setien, 
wo AD Theil des Hanptgebietes nnd also eine ZaM ist, mid k^^nnen 
dies als die reale Definition des eingewandten Prbdak<»s auffassen. 



Anhang m. (1877.) 

r 

Kune Uebersfekt Aber das Wesen der AMddhmukgriehre. 

(In Folge einer Anffordening Grnnerts in dessen Archiv Bd. TI (1845) 

▼erSffttnilicht y<nn Verfasser.) 

I. Tendena der Auadelmungalehre als Bolcheir* 

1. Meine Ansdehnnngslehre bildet die abstrakte 
O-rnndlage der Raumlehre (Geometrie), d« h. nie ist die 
von allen rftumlichen Anschauungen gelöste, rein 
mathematische Wissenschaft, deren speeielle An- 
wendung auf den Saum die Raumlehre ist. 

Die Saumlehre, da sie auf etwas in der Natur gegebenes, nttm- 
lich den Saum, eurttckgeht, ist kein Zweig, der reinen Mathematik, 
sondern eine Anwendung derselben auf die Natur ; aber nicht eine 
blosse Anwendung der Algebra, auch dann nicht, wenn die alge- 
braische Grösse, wie in der Fonktionenlehre, als stetig Yeränderlich 
betriachtet wird; denn es fdih der Algebra der der Saumlehre eigen- 
thttmliche Begriff der yefsehiedenen Dimensionen. Daher ist ein 
Zweig der Mathematik nothwendig, welcher in den Begriff der stetig 
▼ertlnderlichen Grösse zugleich den Begriff von Yerseliiedenleiten 
aufnimmt, wel^e den Dimensionen des Saumes entsprechen, und 
dieser Zweig ist meine Ausdehnungslehre. 



S. Daivh iB-ia-d di*« iSätze >d:Ar Aii«dek»tiirig^rlelirrie 
Ai4}kt «t/ir* :blojftft« TJe^berirBcgUitii^eii .g^«oi&etrti«'ober 
/flättse in ^ie.alMktrafkt^iSpiyaohte, tfOnd.eriiili«bi6& eine 
'Hei allg-em^eiBeire.B'edenitwaig; dreiiki'WräilireJid dieiBtamai- 
l^ikre {gieibittaideixi <bilei-bt -a^ diedrii Dimewslao'«« i%^ 
JEtaufli^t, Eke fbleMit di« ^«.biStyiitktto WIsAeas^ha^ft ^on 
• d i 0.«« n £ ckr a tkk ea f 9fi L 

Ib dar 'BümdiAre kdniiMi dnrek die B o ma gall vati. PtmfctBn 
Linien, durch die der Linien Flächen, durch die der Flächen Körper- 
ränme erzeugt werden , aber weiter kann die Raumlehre nicht fort- 
schreiten. Hingegen stellt man sich vor, dass an die Stelle des 
Punktes und der Bewegung abstrakte, vom Baume unabhängige Be- 
griffe eingeführt werden (s. unten no. 4 — 6), so verschwinden diese 
Schranken. 

3. Dadurch gesefiieht esoruti; 'dass die Sätze der 
Saumlehre eine Tendenz zur Allgemeinheit haben, 

.dt 6 iliibr T^rottii; eci^br 0r £ ee oiiBäitiea xvg aiuf 4rei Bsrnrea- 
sioarn.beijie SefrlAdiigaag findet, .sondern ers^tiai dfr 
Ausdehnungslebr«<«rlt«iiB kommt. 

Zwei Beispiele mögen dies erläutern. 1) Zwei gerade Linien 
derselben Ebene schneiden sich in ^inem Punkte, ebenso eine Ebene 
und leine ffiarade, swBi ^enea in Smtr ^(toaden Liua» TüoMiuis^esetzt, 
daas die Geraden« oder diadSbeDeund die Oefadoi oder die Ebenen 
Mthii zasammaofaUen, (und die JOHzechaohütlie lim Unettdlidh»! m^ 
gefechoetf; nwoidaa. Werflea der Pimkt^ die l^erade, diiB JBbeae^ der 
Körperraum beaieUieh «Os GraUetel «ntery Zweiter, dritter, VlcBtar 
Stafe aMfgrfizat, so fingt darin der aUgemekie Satz angadbiOet, dass 
«■X öebiet von zrter und «inft röm i^tar Stale, wiena sie in feiMin Oe- 
btl»le Taft ckai^ ;SMft, aber mnah in kekeM dthimkA wom niaderer fitnie 
Twainigt riBd/]eim8klhtefe(a-4*& — c)teiiStlile gemeiaechafifaib haban ; 
Aber die BamoMu» kana dieam Säte nur Ab* < glricfa <Kter hkiMr 
ab 4 zur Aannhintiag briagoa. 2) Der jEläohearauai eiaes Ddatecks 
ist die HttUe von dam wdm PanlkdogHniiBs, desseafleüen mit jBvm 
Betlan des Dreiedcfl gleudi lang nnd panaiM sind, dar Könpeitaaia 
des Tatraedars Ve ^v*^ dean des flpatkes (ParaUelepipedtmis), d a noon 
Kanten arit S in aiaam Pnnkto «oaeauaenteeffiBadeii Eanlaa des 
Tetraeders gleich lang und pitraUel sind. Darin scheint der «Satz 



eiQom Gebiete nter Stufe (utiä ki k6b€»i OblSWItt i^<xb tdcfa^e^^SHi«») 
vereinigt sind, ist ^ ^ a :i — r; von dem Saume eines Gebildes 

'^11 von >ekieiA 'd^ ^n Ohitikte sü den «teigig >|^ie|feitfBii(L 'gfeUiAeb 
Ibintaa f^ieieh imd {MMdM 'fidad. Aber ««di ^eaeet ^tii kDibliit M<^ 
lEttdit in seiner AUc^imi&iheitb&taits. ^SKugegeifc in Aer Ansäebiitui)gi- 
Ukm ttet^ ili diei^ beideti , ui£d lii ^«lleii andeib t^ältoiiV die «j^AifiE 
«Ugemeinen Sätze YoUkommeii Irerv^r. 86 oimttft also fiberUH'dle 
Baumlelire ekieti Aidinrf malt A%etteMieit, stoi^i sidb '^IMif, ohne 
diese Allgemeiidielt mreMMH ztt^kdimeB, an d^ ikät ätm^k A^Iteum 
ig^sleokten SfAfkukmi ifreldi^ ilitr die nAstraktie WkieOB^läUPl Mfeir 
A^wdehttttngdelH^ fm>dilMM»fediett venba^. 

4. Bas d'erXiitle ehtsptbebblide Gebilde der Ati^s- 
a^bütxiigslelitö ist die'Gesalhmf^heit der S'leihenteVitL 
-ai'e ein seinen Züis'tftii'd »t^ti^ ttiider^ä^6 Blekn^kt 
»ttbefgr^Üt. 

Die Linie kann als Gesammtheit der Ptinkte betrachtet werden, 
in die ein seinen Ort stetig ändernder Punkt übergeht* S|ibstituiren 
wir hier dem PiiAkte aUgeioeiaerrirgeod ein Pteg» ivivlches einer 
stetigen Aendenmg irgend eines Znstandes, den es hat, fUdg i|^t, und 
äbsttahiren nun von allem anderweitigen Inhalte des Dinges und 
aller Besonderheit dieses seines 2ustandes, und nennen das von allein 
anderweitigen Inhalte' abstrahirte l)ing das Element, so gelangen 
wir zu dem aufgestellten liegriffe. 

5. Wenn hierbei di^s Element .seinen Z%^^^J:^i 
stets auf gleii^he Woise ändert/so das«, wea^ aus 
einem. Elemente a des Gebildes dur^sh Ein» solche 
Aenderuni^ ein a^^eres Element b des^r^-^jt^eA hervor- 
geht, dann di^reh.ieiA.e gleixxhe Ae&dexfi^g auß ii^fm 
neue« Element cdeeselhen Gcrbildes hef^vorg/eht» 49 
entsteht das der ^erac^en Linie entsprechende Ge- 

fcild'e,dÄ%'G'e%i'et*H^%ttt>Ö'f4i*'e. ' 

Die gecade Jtoaie, wird von dem Punkte 'keii«tawrtt wifHi 
dieser seinen Ort stets nach dersoÜben Biiirtua g' luBändeiM; 'iwl^ 



i^' 



sütniren wir ^Aher der Biehtimg die Art und Weise der Aenderoiig» 
so gslkt dßv i^iifgeetellte Begriff hervor*). 

6. Wenn man alle Elemen,te eines Gebietes nter 
Stnfe einer und derselben AeAderuügsweise unter- 
wirft, welehe su neuen (in jenem G^Viete nicht ent- 
haltenen) Elementen führt, so h.e}s»t die Gesammtheit 
d^r durch diese Aenderungsweiae iind die entgegen- 
gesetzte eraeugbaren Elemente .0in Gebie-t (n-|rl)ter 
Stufe; das Gebiet dritter Stufe entspricht der Ebene, 
das vierter dem gancen Baume. 

Wettn die Punkte einer geraden Unie^riü&h' alle nach einer und 
deiselben Bichtung bewegen, die zu neuen . (in jenl»r Greraden nieht 
enthaltenen) Punki;!^ führt, so isli die Gitsammtbeit d^ durch dlie«e 
Bewegung und die entg^pengesetaie ent^Ugbftre« Pubkte die Ebene ; 
und. wenn man ebenso mit den Punkten der Ebqne yerfUnrt, so erhält 
man den ganien Baum. Substituirl; man lu^r den räumlichen Be- 
griffen die voriier angegebenen abstraJLten i^d hält den Fortgang 
von einer Stufe zur nächst höheren allgemein fest, so ergiebt sich 
der obige Begriff. 

It. Tendenz der in meiner AuadehnungBlehre angewandten 
Bisehtjungsmethode an der Oeometrie^eidiatert. 

7. In meiner Audehnungslehre tritt eine eigen- 
thümliche Bechnungsmethode hervor, welche, auf die 
Baumlehre übertragen, von unerschöpflicher Frucht- 
barkeit ist, und hier (in der Baumlehre) darin besteht, 
dass räumliche Gebilde (Punkte, Linien u. s. w.) un- 
mittelbar der Bechnung unterworfen werden. 

Zum Beispiel wird die durch zwei Pmikte geführte Gerade ihrer 
Grösse und Lage nach als Verknüpfung jener Punkte und zwar als 
eine eigenthümUcfae Art der MuHiidikation aufgefasst (s. unten no. 15), 
ebenso das Zwischen 8 Punkten li^ende Dreieck seinem Flächen- 
raum und der Lage seiner Ebene nach als Produkt dreier Punkte, 



*) SoU die gerade Linie uud da&ihreatsprechond« Gebilde nach beide» 
Seiten unendlich sein, so mnss der Pttnkt (das Element) anch nach der ent- 
gclfeilgeiistiten'Siehtilag (Aenderangsweise) fortsclireiten, was wir hier der 
JEanfaehheit wegea iHMurgangen haben. 



80 dftsi cKes-Prodiiki iihII ftrt, wenn der ttii^heiarmam jenes Dreiecks 
es kt d. h. die dmPnnikte in gerader iuaier Uegen j ferner der Ihirdi- 
aohiiittipiiBkt isweier gereder Lfaneu ia einem unten (n^. t9« nnd 
Aitfg. 18.) aAher in Beneldinendea: Sinne als Prödpkt fieser Linien. 

8li Die Teiideni dieser Bechnnngsmetliod« fUr 
die Oeo^knetrie ist, die syntheti^rchexin^d ana^lytisehe 
K^etliode zu Tereinigen, d. h. die YoraBüge einer jedeli 
amf denAeden der andern zu.y er pflanzen, indem jeder 
EdnstrTi.ktion eine einfache analytisch^. Operation 
zur Seite gestellt wird und umgekehrt. 

Zur Erläuterung diene folgendes Beisjj^eL BekanblHeh be- 
8cl^;^bt^9e£cke y eines Yel#nder]ich^n.DxB|^ekS} «(essen beide andere 
Eck^n 4s ß sich in festen gera4ei| Linien A und JB bewogen t und 
dessen Seiten durch 3 feste Punkte «j h, c gehen^ einen Ks^elsdmitt. 
Sind a, &, c die festeaPunkte, durchweiche beziehlioh die cLeaEeken 
^9 ßi 7 geigenttberliegenden Seiten geheoi spipeVt man, dass (s. ne..7#) 
yaB die Ecke /?, yaBcA die Ecke a darstettt, . und da die Punkte a, 
ft, y, in Einer gerade Linie liegen, also ihr Produkt nuU ist (no. 7.), 
so hat man die Gleichung 

yaBcAhy^^O 
als Gleichung eines yon y beschriebenen Kegelschnittes. . Man sieht, 
dass diese Gleichung in Bezug auf y vom zweiten Grade ist, und man 
wird schon hierin ein auf alle algebraischen Kurven gdiendes wich- 
tiges Gresetz ahnen. 

nL mnttotiitte 3atohiiimaig<i>lP' <^ dl» Ufo» Anatrait« 

Die Yerkntipfiugen; diei indiefleBüTheilia der Ausdehnun^Iehre 
vorkommen, sind Addition, 8id>tiraktiön, l^ombinatoriscbe tfiik^li- 
kation, kombinatorische SiTiÄon. 

&. Für alle Arten der Addities und Subtraktion 
gilt dafs gewöhnliehe Bec'hnungsTerfahren. 

10. Fttr alle Multiplikations- und Divisions- 
weisen gilt das Gesetz: Statt ein Aggregat von Glie- 
dern mit einem zeichenlosen Ausdrucke auf irgend 
eineWeis^ zu multipliciren oder zu dividiren, kann 
man ohne Aenderung des letzten Ergebnisses dra 



iWeifee^) '»«Iti.pitiaHncrn roAAT dd^i^riT^^y wifd die «itt- 
^t«8J)eiu4r«nOli«d#a wnci^tfiret«'t^!id«Foth deJuä^nOtuHipli- 
Pfcodukt»« xm^o^rdttei iffi, .ambh J«dJtoai'Ar«lle<rti k]^#6^ 



auch deti Produkte zugeordnet werden; endlich — ist 

JL 

4k41e»ai 1^ ^renn^Ü^^th-timaillsti 

^b'riittii'Wlif üh^^^ä äulBM^ d%te €l^ei»etl^^ ho. 10. ttt S'str- 
8^1b'eti4DF^4(iili G^^to^t^ gilt, 4ii8b, lir^iinHroh <$eü'eitt«tel- 
>ti'0h Fl^kt^ni^^l^ «, 'ft, '^,..i. Älirei liyiyefhAiiA^rfol^ettdtB 
vW«att9i6^t WWr4id^tt, d%« Vf^äulk^ Wü^g'e^^^'ft^^se^e^^teli 
W«r«'h alilil%i't&%; %ttd %\rli)^ tt^nh'e 4<j1i ^, &, fc,... . ^Hd 
4ere<ii S'Cite^l&eti^d'eir E)if4tr«»^%^lidiR^tth Fitktdr^h'tfrB^et 
Ordnung. 

Hiemach ist also z.B. ajf.cä.*^ — a . c . b . d • 

13. Wenn in einem komhinalorischen Produkte 
zweiFaktoren erster Ordnung einander gleich sind, 
so istdas ]Ptodukt null. 

Z. B. a.b.b.d^^O (wie sich auch sogleich ergiebt, wenn man 
in dem Beispiele zu no. 11. h und c gleich setzt). Folgende Aof- 
gabentM|[aii4« BllithMbg^^iltse»« dl^en: 

lA. ii/£g. Iv Bai kUmbÜMBlitistiia Frbdukt («f ^f ^^^ ^ie^ ^ a,e|) 
• (A% 4-Äfe|-f Ä%) ' ('h«i'4^>Ä -Hi%) » ^twWkelft, m&m «ft|, 
«j» «i; A» A» Ä; yi, y«, yi ZahlengiAw^ ; ^,-^ ^ aber koiay- 
•latolritolie Faktcdreo etskor Orfisteng bezeldm^. Man >e]Biftlt -durch 
Anwendung der SdditnMig8rogel& ((i(*^lB) äoUie8sfioli'd0t^^ftildHit& 



"*) Üieser Ansdrack IbezleKt sich nicht nur auf Sie Yerknüp^ngs- 
'tnAtte im AllgetttiB^iren, sbn&i^xll aübh itai 'di\i 'Stbllttkig Ütds ^ktbi^ii in d^D^ 






kannten durch Ae SegcAiiStor'koiiibhiatarisclken llnltiplikation eu 
Dfe^idreiCtleitiMUigen B^en 

Han moMplicire die S Gleicbimgen beziehlich mit 3 kombina- 
toiifiM^ben Aktoren erster Ordntmg ei, e^, e^ deren Produkt nicht 
null ist, addire sie, tmd setze 

*i«i + <^j«t + *3«i — ä; 

so erhält man die Gleichung 

3 . • , soa-^yb-^zc^d. 
Multiplicirt man diese Gleichung kombinatorisch xait b^ c, so erhält 
man, weil b.b.c und c . & . c nach ne. 12. null «ind, die Gleichung 

, . . d»b»c 

a.b.c 
und ai|f ähnliche Weise findet man y und s, und erhält 

<2r&.c a,d*c a*b»d 

a.o.c OvO.tf a.OtC 

Diese Ausdrücke (in welchen die Gesetze der kombinaterischen Mul- 
tiplikation kein Heben der einzelnen kombinatorischen Faktoren ge- 
statten) sind äusserst bequem ftlr die Analyse. Will man «Ue Unbe 
kannten in der gewöhnlichen Form au^adrtlckt erhalten, s^ bat man 
nur aus Gleichung 2. zu substitoiren, aach An^. 1. zu entwickeln 
imd eie^es nach no. 10. im Zähler und Nenner zu heben ; z. B. findet 
man 

«1 A/i — «lÄy« + «lA/a — «lÄXi + «sÄri— «w*fc)% . 

Man sieht, ^K2e flies YerfakMiii tdcht .itur überhaupt fttr n 
QiU Am gm egetenflnafai faait » Dnbefartniten aatrendbar iHt, Hoodem 
wie man auch bei einiger Geläu%keit hiernach sqgleicih das End- 
resultat hinschreiben kann, sobald die n GleiobuD^^ ffsogßhmk^ämL 



S84 Atimog m. 

!▼• j|ii>cilMwiliah< Btgriflb dw vprichladwun Chpä— en imd ▼»■ 

knüpiftuigtwolwa In dir CtooBKrtcliu 

13. Die rttumlichen Grössen erster Stufe sind 
einfache oder vielfache Punkte, und gerade Linien 
von bestimmter Lftnge und I^ichtun^. (§ 13. — § 20.) 

Sind Ä nnd B Pimkte, so besdehne ioh die g. L. yonil nach Bj 
so fem an ihr zugleich LMage undBiehtong, aber auch nichts weiter, 
festgehalten wird, mit B — Ä] ich sa^ also, dass B — Ä dann und 
nur dann gleich Bi — Ai sei, wenn die geraden Linien von Ä nach 
B und von Äf nach Bi gleiche Länge und Richtung haben. 

14. Die räumlichen Grössen nter Stufe entstehen 
durch kombinatorische Multiplikation von n Grössen 
erster Stufe, welche als Faktoren er st er Ordnung an- 
genommen werden. 

Li diesem Falle, wenn nämlich die Faktoren erster Ordnung 
zugleich Grössen erster Stufe sind, nenne ich die Multiplikation eine 
äussere. 

15. SindJ, B, (7, i> Punkte, so bedeutet (§106— 115) 

■ 

1) ^.jB die Linie, welche ^ und BzuGränzpunkten 
hat, aufgefasst als bestimmter Theil der durch Ä und 
£ bestimmten unendlichen geraden Linie. 

2)Ä,B CdasDreieck, dessen Ecken ii, J?, C sind, 
aufgefasst als. bestimmter Theil der durch Ä, Bf C be- 
stimmten unendlichen Ebene. 

d)ii.P.C.Dda8Tetraeder,dessenEckenii,£, C, 
D sind, aufgefasst ald bestimmter Theil des unend- 
lichen Körperraumes. 

D. h. wir setzen Ä.B^^Ai.Bij wenn beide Produkte gleiche 
und gleich bezeichnete *) TheOe derselben geraden Linie vorstellen ; 
femer 

Ä.B.C'^Ai.Bi.Ciy 
wenn beide Dreiecke gleiche und gleich bezeichnete Theile derselben 
Ebene sind; endlich 

A.B. a.2>— Ji.Bi . Ci . A» 
wenn beide Tetraeder gleiohea und gleidibeaeiehneten Inhalt haben. 

*) Gleich bezeichnet nenne f oh zwei Grössen , welche entweder beide 
positiven, oder beide BegaÜven Werth haben. 



Anluttgin. 891^ 

16* Sind a, b, c Linien ron bestimmter Lttiige 
und Richtung, so bedeutet (§ % — 36) 

1) a,b das Parallelogramm, dessen Seiten gleich 
und parallel a und b sind, und awar aufgefasst als 
Flächenraum von bestimmter Grösse und Ebenen- 
Biehtung*). 

2) a.b.e das Späth (Parallelepipedum), dessen 
Kanten gleich und parallel a, &, e sind| und awar aufge* 
fasst als Körperraum von bestimmter Grösse. 

D. h. wir setzen 

a^b^^tZf^bij 
wenn die ParaUelogramme, welche durch diese Produkte dargestellt 
sind, in parallelen Ebenen liegen, undgletcfaen undgleichbeaeichneten 
Pittchenraum haben ; 

wenn die durch diese Produkte dargestellten Spathe gleichen und 
gleichbeseichneten Inhalt haben. 

17. Die Seite (rechte oder linke), nach welcher 
die Konstruktion einer räumlichen G-rösse erfolgt, 
bestimmt ihren positiven oder negativen Werth, 
nämlich 

1) Zwei Theile derselben Linie, il.^.und Äi ,Bi, setzen wir 
als gleichbezeichnet, wenn B von Ä aus nach derselben Seite liegt, 
wie Bi von Ai aus. 

3) Zwei Theile dersdben Ebene, A,B.C und Ai.Bi.Ci, 
setzen wir als gleichbezeichnet, wenn (7 von A . B aus nach derselben 
Seite hin liegt, wie Oi von Af . Bi aus, oder deutlicher, wenn dem, 
der in A stehend nach B sieht , O nach derselben Seite hin liegt, 
wie (?| dem liegt, der in A^ stehend nach B^ sieht. 

3) Zwei KOrpertheile A.B. CD und Af.Bi.Ci. P| setzen 
wir als gleichbezeichnet, wenn D von A.B .C aus nach derselben 
Seite hin liegt, wie P| von Af.Bi.Cf aus; oder deutlicher, wenn 
einer menschlichen Figur, die den Kopf nach Ay die Fttsse nach By 
das Auge nach C hingerichtet hat, der Punkt D nach derselben 



*) Von zwei parallelen Ebenen sage ich , dass sie gleiche Ebenen- 
Bichtang haben. 



9Bft 

SeiM liigl, irieüi «lerSignr, die dbn Kopf lutek Ji, die FttBse 
nach ^i, das Auge nach« Ci liiiäL ^eriditet hat; 

4):ZiWiet peisaHelie^Skcbanillame a. & vmA a^ . bi seteen wir als 
giikhfaeaeitluie^. weaa die iKiohtinig & van der Riebtmig « anm naeb' 
daiis^ttieii Jieite( liegte wie i&i yoDL>a|.a«a. 

6) Zwei Körperrttume a . & . c und a| . &| . C| setaen wix^ aiegkieb^ 
beeeiebnety wena die Dichtiuig e ven a.b ans nach derselben 43eitfr 
lüikUH^ wie^/Cf ▼ottia|..i| am^ d. b. wB&n«i|ieriiieiiscUiGbeii Figar^ 
welcher diaBiebtnng'*» vmx äeM^HÜB&om jE«ai>Kopfe>gebt^ und deren • 
Angen in der Richtang &| Yorwitrts sehen, die Biehtongc naeb der- 
selben Seite liegt, wie die Sicbihmg Of einer Figur n. s. w. 

Iftv. Ss: giebt; sieiben OattODg^en' räiumH^hjer- 
Ghf4flse«^, lavier Stufen) Terib<eilic 

1) Einfache oder vielfache Punkte« 
L St. { 2) Gerade Linien ▼'^n be-stimmter Lttnge und 
Riebt nog. 
3) Bestimmte Theileibe^timintteT'Qnendiieher 
rr Q ; geradeor Linien. 
' 4)£}hene< Flttchtearrilcitaie' von' bestimmter 

GirSiaseuntd Ebemem- Riobtangv 
5) BestimmteTheile bestimmter unendlieber 
III..SA. i Ebernen. 

6). Bestimmite KDrperr.ttitme. 
IV. St. 7) Bestimmte Körperrttume. 

Qbr konm^n die.KcSBrpenr^MiQia ai«e»nal voi^: tb^s aI» Orttesen 
ifittßt SAaie» theik ala Gfi:<N»eii, vMurtcar/SMeit.je^.i^ siei ab'- 

Prodnk^te djreiei? g^ Lr von , bestimmter Bicbi^ng>ulid Libiigp, /oder ak^ 
Pvod^t. Tpn, 4 ,Puixfcten anfg^fenst ^weyden. 

19. 01eichb!ef&eit5hn,ete T,he>ile e-inresundodieaaelbe)]^/ 
Gra]\zen^,ge>ben,als Srumiiak« einten, ebenso beneicb^neten 
Theil desselben Gyauzan, w.elcber.sa.g^oss ist f. als jene., 
beiden zjasammen^^Q.ominen. (§.8.0 

Z.. B. Ä, B «nd.ili,, Rx g^ben^ wewr^sie gJwhgwAtete Theile. 
derselben, unendlicbeßr g^X... sind zur Summe ei»ei^ eben.so gericbr* 
teten Theil derselben Linie , welcher so gross ist , als jene beiden 
Theile 'ausanunengenommen«. 

20. Je zwei Grössen derselben Stufe,. alf er. astifeil^i 



H^iiiP stielte; k^nmen *.clflkiirt(W««d«n; der B«gyiflfttr Aie^ 
Addition solcher Grössen Ittsst sich «lle^fra^l be»t4m>^ 
iB^AQ^ w.ann man die rorlier g-e^ebese Be«e4ek^ung 
dieser Grössen festhälty nnd die Seolinv^i^gsref el» 
aiftfl.I0.' anwendet. 

Au fg. 3. Zwei Ptuifc:te 4 xmi J3 zu addixen. 

Setzt mmÄ'\'B'^2 8y so erhält man 5—4 = 2 (Ä— 4), 
d. h. 8 ist die Mitte zwischen 4 und B, Also die Summe zweier 
Punkte ist die doppelt genomniene llitte zwischen beiden. 

Aufg. 4. Zwei vielfache Punkte aÄ und ^B zu addiren, 
wenn die Eöefificienten a und fi positiv sind, d. h. den Punkt S zu 
finden, welcher der Gleichung 

a4+/fS — (a + /S)Ä 
genttgt. (§94—98.) . 

Soll dieser Gleichung genttgt werden, so muss 

sein, und umgekehrt erhält man aus der letzten die erstere. Aus 
der letzten folgt aber die Konstruktion : Man nimmt von der Linie 

AS voni 4 a^ dep Theil ■ _[ > (^^^ ^^ ^ ***• ^^ Theli j. J > 

so ist der Endpunkt dieses Theiles der Punkt S. — Also „die Summe 
zweier vielfachen Punkte mit positiven EoefScienten ist ein mit der 
Summe der EoefScienten multiplicirter Punkt, welcher in der geraden 
Linie zwischen beiden Punkten so liegt, dass seine Entfernungen von 
diesen beiden Punkten sich umgekehrt verhalten, wie die zu diesen 
Punkten gehörigen Koefficienten*).** 

Auf g. 5. Einen Punkt 4 und eine ger. LiniQ von bestimyiter 
Länge und Richtung O — B zu addiren. 

4 

Man konstruire eine ger. Linie von 4 ws, welGifaie.niH O — B: 
gleich lang und gleich, gerichtet ist ; diese sei D — 4, so ist Z) die 
gesuchte Summe ; denn da C — B^=D — 4 ist, so ist 

Also „die Summe eines Punktes- 4 • und einer gevaden lAaiit'V^fm be^ 



*) Man sieht, dass dieser t^unkt der Schwerpunkt ist, wenn die Koeffi- 
cienten Gewichte verstellen. 



ISA ijüuaigllL 

alisiniifcer LH^^e und Biehtiiag ist cter Eiln^nnfct dieser Linie, weanA 
ihr Anfangsptuikt kt" 

Aftf g* 9* Einen yieUaeheii Pimkt aÄ und eine g« L. von be* 
atitamter Liage und Bichtiuig C^^ B m addiren. 

Man konatmire eine g. L. vonil ana, welche mit C — B gleiche 

Bichtong hat, aber nur — 80 lang ist: diese sei D — A, so ist aD 

et 

die gesuchte Snmme, Denn da 

(7— -5— a(i>— -4) ist, so ist 

aii+(C?— Ä) — a4+«(i>— ^)s««D. 

Auf g. 7. Zwei ger. Linien von bestimmter LKnge undBichtuug 
B — Ä und D — C zu addiren. 

Man mache jE? — B'^D — C, so ist 
{B—A)'\'{D—C) — {B — A)'\'{E—B)^E^A. 
Also „zwei Linien von bestiomiter Länge und Eichtung addirt man, 
indem man , ohne die Länge und Bichtung zu verändern , auf den 
Endpunkt der einen den Anfangspunkt der andern legt, dann ist die 
g. L. vom Anfangspunkt der ersten zum Endpunkte der letzten die 
gesuchte Summe. ^ 

Au fg. 6. n ger. Linien Ton bestimmter Länge und Bichtung 
zu addiren. 

Die wiederholte Anwendung der Auflösung von Aufg. 7. führt 
sogleich zu der Lösung dieser Aufgabe, nämlich „n ger. Linien von 
bestimmter Länge und Bichtung addirt man, indem man die einzel- 
nen Linien, ohne ihre Bichtung und Länge zu ändern, nach der Beihe 
stetig d. h. so an einander legt, dass, wo die eine aufhört, die nächst- 
folgende anfitoigt ; dann ist die g. L. vom Anfangspunkte der ersten 
zum Endpunkte der letzten die gesuchte Summe." 

A u fg. 9. Die Summe von n Punkten A^, A^,,..An zu finden, 
d. h. den Punkt 8 zu finden, welcher der Gleichung 

A^ -j- iiji -|- .... An ö= nS 
gent^. 

Subtrahirt man auf beiden Seiten dieser Gleichung n 1^, wo 1^ 
ein beliebiger Punkt ist, so erhält man 

{A^—R)J^{A^ — R)J^....{An—R) — n{8—R). 
Und da aus dieser Gleichung wieder die erstere sich ableiten lässt, so 
folgt: „Um n Punkte zu addiren, zieht man von einem beliebigen 
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Piu^kte E die g. L. nacih den ft Punktan, legt üe, olaieilireRiohtaiig 
und Linge zu ändetn, stetig aä einander mid zwaar so, dass der Aii>- 
fangspnnkt der ersten auf S MUtf verbindet M ndt dem Endpaakte 
der letzten dilrch eine g. L, und theilt diese Verbindungslinie in n 
gleiche Tbeile, so ist der erste Theilpunkt. von i? aus der Punkt 8] 
dessen nfackes die gesuchte 8unnne ist. 

Aufg. 10. Beliebig viele vielüaclie Punkte o^^ j^jS,««.. zu 
«ddiren, irenn die Summe der Koeffieienten a-^ß'^.w, . niebt auU 
ist. 

Setzt man 

a^-f /9jB+... =-<«+/? + ... Oä> . 
und subtrahirt auf beiden Seiten (a'\^ft,,..)B,YroE ein beliebiger 
Punkt ist, so erkält man 

.. ai(i4 ~Ä) +/»(.» — Ä) + — («+/? + -..0(5^— *). 

Also da auch hieraus wieder die erste Gleichung sich ableiten l&sst, so 
folgt „die Summe von beliebig vielen vielä^chenPunkben aA^ ßB, . . . , 
deren Koefficienten-Summe. nicht null ist, findet man, indem man vqu 
Irgend einem Punkte E ai|s die Linien nach Aj B».«« legt, diese 
dann beziehlich mit a, /?,.... multiplicirt^), die so gewonnenen 
Linien, ohne ihre Sichtung und Länge zuXndeni, stetig an einander 
legt, so dass der AnfiBoigspuiikt der ersten in E fUllt, dann E mit dem 
Endpunkte der letzten verbindet und von der Verbindungslinie von 

1 

E aus den Theil . , nimmt, so ist der mit (a -4- /^ . . . .) 

multiplicirte Endpunkt dieses Theiles die gesuchte Summe. ^ 

Aufg. 11. Die Samaie von vielfachen I^kten oA^ ßB;.... 

au finden, wenn a -j- /^-f- .,-.•» ist. 

Man subtrahire von der Summe f*A ^ ßB -f* . « . . den Ausdruck 

<oe-|~/^-4~**0 ^i ^ wird, da diese subtrahirte Grjttose null ist, der 

Werth der Summe nicht gettndert, also ist 

aA-^ßB^....^fi{A — Ii)^ß{B.'^E)-\-.... 

Also „die Summe von vielfachen Punkten, deren Koefficienten- 

summe null ist, isteipeg. L. vpn bestimmter Länge und Richtung, die 



*) Durch solche Multiplikation mit einer Zahlgrösse a ändert sich, 
wie man leicht sieht, wenn « positiv ist, die Richtung nicht, während die 
Xiänge im VerhäUniss 1 :« sich ändert; und ist a negativ, so wird die Bich- 
tung die entgegengesetzte. 

19 
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ftiftn dadureh findet, dass man von einem beliebigen Punkte R die g. 
L. nacb den gegebenen Punkten lieht, diese mit den diesen Punkten 
Sttgeh9rigen Koefficienten multiplicirt, und die Produkte addirt." 

Aufg. 19. Zwei Theile Ä.B und CD von Linien, die rieh 
in B sehneiden, su addiren. 

Man maehe E.F gleich A.B ubd E.G gleich CD, so ist 
A.B-{'C.D'^E.F'^E.0^E.{F^CF)^2S.8, wenn Ädie 
Mitte von F und G ist (veigl. Au%. 8). Also „awei Theile von 
Linien, welche sich schneiden, addirt man, indem man diesen Theilen 
den Durchschnittspunkt als Anfangspunkt giebt ; dann ist die doppelte 
g. L. vom Durchflchnittspunkte zu der Mitte der beiden Endpunkte 
die gesuchte Summe ^.^ 

Aufg. 13. Zwei parallele Linieniheile A,B und CD za 
addiren , wenn beide tiicfat gleiehlang und zugleich entgegengesetzt 
gerichtet sind. 

Wenn Ä . B und C D parallel sind , so muss D-^ C gleich 
a {B — A) sein, wo a irgend eine poritire oder negative Zahl ist. Da 
nun A.B gleich ii.(B — ii) ist, weil A.A nach no. 12. null ist, so 
hat man 

^A.{B — A)'\-aC{B~A) 

— (il+«<7)(J?— A 

Ist die Summe A-j-aC gleich (l-j-a);S (vergl. Aufg. 4.), so wird 

der letzte Ausdruck 

^S.(l^a){B — A)^S.iB—A + D-^0\ 
worin eine einfache Konstruktion jener Summe liegt. 

Aufg. 14. Zwei gleich lange und entgegengesetzt gerichtete 
Linientheüe A . B und CD za addiren. . 

Liegen beide in derselben g. L., so ist die Summe null. Ist 
dies nicht der Fall, so ist, weil D — C— « — (B — A) ist, 
A.J5 + <7JD— A.(5 — A)-f.O,(i)— (7) 

— A.(Ä — A)— CiB — A) 

— ^A— (7).(Ä— A). 



*) Diese ist sogleich die Diagonale des Parallelogramms, welches 
jene Linientheüe sn Seiten hat, woraus man sieht, dass die Summe der 
Linientheüe die Eusammengesetste Kraft ist, wenn die Linientheüe KrSfte 
TorsteUen. 
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Dann ist die Samme -also ein Flüoliearaam von besümmtev Grltese 
nnd fibenen-Biclvtai^*). 

Avf^. 15. Zwei Fläehenrämne von bestimmter Gbdsse und 
Ebenenrichtung a . b und e . ^ zu addiren. 

Sind die Ebenen parallel, so kennen die sdtoÄ macli no. 19. 
addirt werden ; sind sie es nicht, so werdön beide Ebenen eine BiA- 
tung gemeinschaftlich haben. Es sei d eine g. L., welehe dies^- Rich- 
tung hat, und a . b glekh e ./, cd gl^h e . ^, i90 ist 

a . & -f- c . d — « ./-f- e . ^ ■" « . (jf -f^ ^^* 

Aufg. 1^. Zwei Theile Ä.B.C «nd D.JS.^ bestimmter 
Ebenen, die nicht parallel sind, asn addiren« 

Sind die Ebenen nicht parallel, so werden sie. sieh' solmeiden. 
Es sei & . jS^ ein Theil der Durohsclmittstinie , and es sei Ä^ B • O 
gleich G,H.J,D.E.F gleich G.H.K^ßoiBt 

Ä.B.C-j-D.E.F^a.H.J^O.ff.K 

wenn 8 die Mitte zwischen J und fist. Also „Zwei Theile nicht 
paralleler Ebenen addirt man, indem man sie als Dreiecke darstellt, 
deren gemeinschaftliche Grandseite in dem Durehschnitt beider 
Ebenen liegt; daaniftt das Doppelte des Dreiecks, was dieselbe ©rund- 
seüe hat, und dessen Sp&tce die Mitte ist zwischen den Spitzen jea^ 
Dreiecke, die gesuchte Stumme. 

Aufg. 17. Zwei Theile A.B.C nnd D.E.F paralleler 
Ebenen zu addiren. 

Sind die Ebenen parallel, so muss (JE7— JD^ . (JF^-^ D) gleich m 
{B — A).(C-*^A) gesetzt werden kännen, wo a eine Zahlengrössi 
ist. Dann ist 

A.B.C+D.J&.J?'— A.(J5~A).(C— A)-fi>*(JB~l>).(F--i>)**) 

-*(!44.aD).(Ä — A).(C--A) 
— S.(l+a).(B — ^).(<?-^A 
wenn (1 -[*- or) S die Summe von A-^^aD ist. Der> letzte Ausdruck 
ist 

*) Wie die Bumme zweier Linientheile, die nicht in derselben Ebene 
liegen, zu behandeln sei, kann ich hier nicht ausführen (yergl. Ans^eluinngsl. 
§. 61.n. §. IM.). 

**) vei^^L no 12. 
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worin wieder eine einlkche KoBBtmktion liegt. Ist jedoeb a ■-■ -^1, 
d. h. sind beide Flttchenrttume gleich gross, aber enigegesgesetst be- 
keiefanet-, so ist il-f^lcD eine g. L. von bestidimter BicbtnUg und 
Länge (Anfg. 11.); ist diese.gleieh ff-^^G, so ist 

«ftso die!8iunme dann ein Köfpemtum« 

A«fg. Id. Einen TheilA.jff.CwierbesÜnimten Ebene und 
einen Kötperranm (D-:- Ä).{B — Ä). (C — Ä) zu addiken. 

A.3.C'r\-{D—A).{B^Ä).{0--Ä) 
^A.{B—A).{€f^-A)-\-{D—A).{B-^A).{0—A) 

=^D.{B — A).{C-^A), 
w<Nnnis der Begriff dieser Addition letcfat faenrorg^t. 

21. Ein kombinatorisohee Produkt dessen Fak- 
toren erster Ordnung Git6ssen (n-^l)ter Stufe sind, 
welche aber alle in einem und demselben Gebiete 
nter Btufe liegen, nennte ich ein eingewandtes Pro- 
dukt, und nW.ar ein auf jene« Gebiet bestlgliebes, 

z. B. ein kombinatorieehes Produkt von Linienthailen in der 
. Ebehe^ oder von Ebenentheilen im Räume. 

22* WiJEd von jetist M die Masseie Multiplikation dqveh bfeeses 
Ajiatnaiidev8cbffeib«tt, die eingewandte Multiplikation durch einen 
zwischen die Faktoren gesetzten Punkt beneiclmet, so verstehen 
wir unte't dem eingewandten Produkte AB.AC^yro A^ 
B, (7 beliebige Grössen sind, das Produkt ABC. il, in 
welehem il.9€?.wie ein zu A gehdriger Koefficient be- 
handelt wird,, vorausgesetzt, daes das Produkt auf 
das Gebiet von niedrigster Stufe, in welchem A, S 
und Czugleich.liegen, bezogen wird. 

Au fg. 19. Das auf die Ebene ABC bezügliche Produkt 
zweier Linientheile ^^.^Czu finden. 

Noteh ;no. 22« :ist dasselbe ^ixhABCA'^ d. h. ,,das Produkt 
zweier Linientheile, deren Linien sich schneiden, ist der Durchschnitts- 
punkt, verbunden, mit emem Theil der Ebene als Koef&cienten." 
Denkt man sich einen Theil der Ebene als Einheit angenommen, so 
werden die Ebenentheile, mit denen die Punkte behaftet sind, wirk- 
liche Zahlgrössen und die Produkte erscheinen als vielfache Punkte ; 
doch müssen dann alle zu vergleichenden Grössen in derselben Ebene, 
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auf die sich die Produkte beziehen , liegen (wie dies in der Plani- 
metrie immer der Fall ist). 

Aufg. 20. Das Produkt dreier Linientheile ^^, AC, BCm 
Bezug auf die Ebene ABC zu finden. 

Aufl. AB.AC.BC^ABC.ABC^{ABC)K 

Aufg. 21. Das eingewandte Produkt zweier Ebenentheile 
ABC und ABD (in Bezug auf den Körperraum) zu finden. 

Aufl. ABC.ABD = ABCD.AB. 

Auf ^. 3^. Da$ . einf^ewandl^ ProdiUd; dr/e)^. £l)ff^e^||k|e|[e 
ABC, ABB, ÄCD zu finden. 

Aufl. ABC. ABD. ACD^ABCi:>.ABCD.A={ABCD)^.A. 

Aufg. 23. Das eingewandte Produkt von vier Ebenentheilen 
ABC, ABD, AOD, BOD zu feiden. 

}LMi\.ABC.ABD.ACD.BCD^{ABCD)\ 

Anm. Das Produkt zweier Ebenentheile giebt also einen 
Liinientheil, das dreier einen Punkt, aber jener Linientheil und dieser 
Punkt habon dann noch einen Baumtheil oder ein Produkt v^mBiuut»- 
theilen als EöefSdenten, und nimmt man einen Raumthetl alsEiBh^t 
an, so gehen diese Koefficienten in wirkliche Zahlgrössen Über. 



ndemerstefn 
Theile meiner Ausdehntmgslehre vorkommen. Aber es is^uninöglicl}, 
von der unendlichen Fruchtbarkeit dieser neuen Methode für die Be- 
handlung nicht nur der Banml^re, sondern überhaupl aUear Wissen' 
Schäften, welche auf rftumli^e Verhältnisse zuifickgeiieii, hier laueli 
nur einen oberfiächlichen Begriff zu geben. Ebenso wenig konnte 
ich hier die Beweise liefern, dass in der That die in UI. gegebenen 
Rechnungsregeln ftlr die einzelnen hier dargelegten Yerknttpfungs- 
weisen gelten , sondern auch Mer musB -ich auf meine, avslttlivliobe 
Schrift verweisen, in welcher diese Beweise in aller Strenge jgeftthrt 
sind ; und wo zugleich die Entwickelung überall In dei* Art fort- 
schreitet, dass alles Willkührliche, was noch in der Aufstellung dpr 
verschiedenen Begriffe zu liegen scheint, verschwindet. < - 
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§ 103. Schwerpunkt, Axe des Gleichgewichts. — f 104. Mag- 
netismus , mangnatische Aza, — § 105. Anwendung auf die 
Differenaialrechnnng. 

Zweites Kapitel. 

Multiplikation, Division und Ahsehattung der 

£lementargr5s.sen 147-^181 

A. Theoretische Entwickelang liT^^lBS 

i 106. In wiefern die Strecke als Produkt aufgefasst werden 

kann. — § 107. Elementarsysteme. — § 108. Aensseres Pro- 
dukt der Elementargrössen, formell bestimmt. --*§ 109. Seali* 
sation dieses Produktes, Ausweichung, starre Elementar- 
grosse. — § 110. Das Eckgebilde. — § 111. Yergleichung 
desselben mit dem Produkte, Ausdehnung der Elementar- 
grosse . — §112. Gleiche Elementargrossen haben gleiche Aus- 
weichungen. — § 113. Summe der Elementargrössen. 

B. Anwendungen 162 — 181 

§114. Die Elementargrössen im Baume, Liniengrössen, Plan- 
grössen. — § 115. Produkte und Sunmien derselben. — 

§ 116. 117. Bichtsysteme für Elementsrgrössen. — § 118. 
Verwandlung der Koordinaten. — § 1 19. Gleichung der Ebene. 
— § 120. Das statische Moment als Abweichung. — § 121. 
Neuer Weg für die Behandlung der Statik. — § 122. Allgemeines 
Gesetz für dais Gleichgewicht — § 123. Allgemeine Beaie- 
hung zwischen den statischen Momenten. — §124. Wann ein 
Verein von Kräften einer einaelnen Kraft gleichwirkt. 

Drittes Kapitel. 

Das eingewandte Produkt 181*^227 

A. Theoretische Entwickeluag 181«*221 

§ 125 . Formelle ErkUbrung des eingewandten Produktes ; Grad 
der Abhängigkeit und der Multiplikation. •*-§126. Beaiehang 
Bwischen dem gemeinschaftlichen und nftchstnmfassendenSy* 
steme. — - §127. Einftthnmg des Beaiehungssjtemes. — §128. 
Dadurch ist die Einheit der üusseren und eingewandten Multt* 
plikation vermittelt. — § 129. Das eingewandte Produkt in 
Form der Unterordnung. — §180-^132. Reale Bedeatang des 
eingewandten Produktes ; der auf ein Hanptmass bezflgliche 
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eigenthfimHehe Werfh desselben. — f 138. EinfQlirang der 

Ergttnssahlen. — |§1S4. Mnltiplilntiott von Produkten, die in 
Form der ünterordnong erscheinen . — § 135. Jedes reale Pro- 
dukt Utsst sich anf die Form der Unterordnung bringen. — 
8 186. Multiplikation mit einander eing^eordneten GhrÖssen. — 
8 137. EigenihfimlicherWerth eines eingewandten Produktes 
aus mehreren Faktoren; reines und gemischtes Produkt. — 
§ 138. (Peseta für die Ergftnzzahlen reiner Produkte. — §139. 
Die Faktoren eines reinen Produktes lassen sich beliebig zu- 
sammenfassen. — § 140. Beziehung zur Addition und Sub- 
traktion. — § 141. Division in Bezug auf ein System; Grad 
der Beaiehungagrösse. — f 142. Vollkommene Analogie zwi- 
schen äusserer und eingewandter Multiplikation. — § 1<^8- 
Doppelsystem und darauf bezügliches Produkt. 

B. Anwendungen 221 — 227 

§ 144. Eingewandtes Produkt in der Geometrie. -^§145. All- 
gemeiner Satz ttber algebraische Kurven und Oberflächen. — 
8 146 — 148. Allgemeiner Satz über Kurven in der Ebene und 
Anwendung desselben auf die Kegelschnitte. 

Viertes Kapitel. 

Verwandtschaftsbeziehungen 227 — 272 

8 14S — 161. Allgemeiner Begriff der (äusseren und einge- 
wandten) Abschattung und Projektion. — % 152. Abschattnng der 
Summe. — § 153. Abschattung des Produktes. — 8 1^^- Affinität. 
Bildung affiner Vereine. — 8 155. 156. Entsprechen der Produkte 
entsprechender Grössen aus zwei affinen Vereinen. — § 157. 
Direkte und reciprokeAffinitäty allgemeiner Satz. — §158. Zu- 
sammenhang zwischen Abschattnng und Affinität. § 159. Affini- 
tät in der Geometrie. — 8 1^0. Lineare Verwandtschaft, Kollinea- 
tion und Beciprocität nach dem Prinzip der gleichen Zeiger. — 
8 161^ 162. Kollineation nach dem Princip der gleichen Zeiger 
und nach dem Prinzip der gleichen Konstruktion. Identität 
beider Begriffe. — § 163. Identität der Beciprocität nach beiden 
Principien. — 8 164. Identität des Affinitätsbegriffes nach beiden 
Priuzipen für Punktvereine. — : § 165. Die metrischen Belatio- 
nen zweier kollinearer Punktgebilde. — 8 166. Zusammenhang 
zwischen Kollineation und Projektion. (Perspektivität). — 
8 167. Harmonische Gleichungm, Konstruktion der harmo- 
nischen Mute. Harmonische Summe, harmonische Koeffieien- 
ten, Polsystem. — 81^8. Umgestaltung reiner harmonischer 
Gleichungen. — 8 169. Umwandlung des Polsystems einer har- 
monischen Gleichung. 8 170. Umwandlung harmonischer Gleich- 
ungen bei unverändertem Polsysteme. Allgemeiner Satz über 
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harmonische Mitten. — § 171. Anwendung anf die Krystali- 

gestalten. — Anmerkung über offene Produkte. 

Anhang I. lieber das Verhältniss der nichteoklidischen Geo- 
metrie amr Ausdehnungslehre 273—276 

Anhang IL lieber das eingewandte Produkt 276—277 

Anhang III. üebersicht über das Wesen der Ausdehnungslehre 

(aus Grunerts Archiv) 277 — 293 

Verzeichniss der gebrauchten Kunstausdrücke 294 — 296 
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